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CAPITÜLO I
INTRODUCCION
Cuando se quiere abordar de manera rigurosa un problema de 
difracciôn electromagnética en presencia de un obstâculo arbitra- 
rio, es sabido que las ecuaciones bâsicas que gobiernan el compor- 
tamiento de los campos electromagnéticos son las conocidas ecua­
ciones de Maxwell sujetas a las condiciones en los limites, las 
ecuaciones de onda équivalentes, o las ecuaciones intégrales!211 .
Ahora bien, la soluciôn exacta de las ecuaciones de onda en 
presencia de obstâculos sôlo puede. obtenerse con facilidad en 
ciertos casos denominados canônicos [20]. Ademâs, como veremos en 
el Capitule IV, esas soluciones canônicas no convergen para dis- 
tancias mâs alla de la longitud de onda. Por otro lado, el cono- 
cido método de los momentos [33] que permlte tratar superficies de 
forma arbitraria no es numéricamente efectivo para superficies 
grandes en términos de longitudes de onda.
Asi pues, en alta frecuencia surge la necesidad de utilizar 
métodos asintôticos en la formulaciôn de los problemas de difracciôn 
electromagnética. En el Capitule II se hace una revisiôn critica 
de dichos métodos. De entre ellos, las técnicas de rayos, que se 
fundamentan en la ôptica de rayos y han sido desarrolladas a tra- 
vés de la teoria geométrica de la difracciôn en sus diferentes 
versiones, han despertado un interés creciente con el desarrollo 
de la tecnologia espacial y la necesidad de predecir los diagra- 
mas de radiaciôn de las antenas montadas en las complejas estruc­
turas de los vehiculos espaciales.
En el Capitule III se plantea una posible forma de soluciôn
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asintôtica de las ecuaciones de Maxwell, a partir de la cual se in­
terpréta el campo de ôptica geométrica y se plantea la "teoria geo­
métrica de la difracciôn" de Kcller (3)*
S in embargo dicha teoria adopta una representaciôn del campo 
electromagnético que hace que este sea singular en ciertas situacio- 
nes. l’ara remediar una de estas si ngu Laridades, la de los limites de 
somijra y reflexiôn, se adopta una representaciôn uniforme a través 
de d ilhos limites, que constituye la teoria geométrica uni forme de 
la diIracciôn, presentada en el Capitulo IV, para hordes rectos en 
obstâculos conductores ampliada después a bordes curvos.
Existen otras dtscontinuidadcs que la anterior teoria geome- 
trica no resuelve, taies como las de câusticas, proximidades de vér- 
tices y otras, que se tratan en el Capitulo V, donde se aportan so­
luciones nucvas derivadas de una representaciôn integral del campo 
difractado, fundamentadas en corrientes de linea équivalentes, y en 
desarrollos asintôticos de segundo orden.
En el Capitulo VI, y haciendo referenda a los desarrollos 
geométrIcos incluidos en los Apcndices, se describe la metodologia 
de aplicaciôn de la teoria expuesta a antenas embarcadas, avalando 
la utilidad de la misraa mcdiante la consideraciôn de un caso real, 
del que se ha realizado un modelo experimental para comprobar la 
buena concordancia con los resultados teôricos.
CAPITULO II
METODOS ASINTOTICOS EN ALTA FRECUENCIA
En este capitulo se hace una révision de los principales mé­
todos asintôticos utilizados para resolver problemas de difracciôn 
en alta frecuencia.
Sin entrar en detalles matemâticos, haremos una discusiôn 
critica de los mismos: técnicas de rayos, ôptica fisica, teoria fi­
sica de la difracciôn y corrientes équivalentes, viendo su validez, 
ventajas e inconvenientes y comparando soluciones obtenidas median- 
te estos métodos con soluciones rigurosas en casos donde son faci­
les de calcular, haciendo referencia a la bibliografia mâs intere- 
sahte.
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11.1.- GENERALIDADES SOBRE LOS METODOS ASINTOTICOS
Los métodos asintôticos de alta frecuencia (longitud de 
onda pequeîla respecto al tamaflo del obstâculo), se refieren al es- 
tudio de fenômenos de difracciôn en los que intervienen objetos 
dispersores "grandes"«
Desde el punto de vista matemâtico son métodos para desa- 
rrollar funciones, evaluar intégrales y resolver ecuaciones dife- 
renciales, que aumentan su precisiôn con la frecuencia.
Aunque el problema de difracciôn no sea planteado ini-
cialmente como una integral, en su desarrollo se desemboca sierapre
en intégrales que han de ser resueltas por un método asintôtico.
En las referencias [II] y [17] se aborda una revisiôn
histôrica de la bibliografia existente sobre soluciones asintôti- 
cas. Dicho tipo de soluciones a los problemas clâsicos de difrac­
ciôn han dado lugar a las técnicas asintôticas actualmente utili- 
zadas, las cuales pueden dividirse en dos grupos: técnicas de ra- 
yos y métodos intégrales que a continuaciôn se describen somera- 
mente.
11.2.- TECNICAS DE RAYOS
Son técnicas asintôticas que se fundamentan en la idea 
bâsica de que la energia electromagnética se transporta a lo lar­
go de rayos.
La mâs antigua de estas técnicas es la ôptica geométrica 
(GO), en la que, como su nombre indica, los campos electromagnéti­
cos siguen los principios de la ôptica de rayos [6] y estân regidos 
por el término fundamental de un desarrollo en serie de potencias 
de la longitud de onda que es soluciôn de las ecuaciones de Maxwell. 
Dicha soluciôn, para obstâculos conductores, se trata en el Capi­
tulo III.
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Para superar algunos de los defectos de la anterior teo­
ria, a la vez que complementarla, Keller [1] y [2], introdujo la 
teoria geométrica de la difracciôn (GTD), generalizando el princi- 
pio de Fermat para un nuevo tipo de rayos: los rayos difractados 
(Capitulo III).
Sin embargo, dicha teoria, aunque corrige el defecto de 
la ôptica geométrica de no predecir campO alguno en la regiôn de 
sombra, predice campo infinito en los limites de sombra y reflexiôn. 
La soluciôn a este problema fué sugerida por Sommerfeld [8], [15]
y consiste en la introducciôn de funciones especiales en los desa­
rrollos .
Para ello se ingeniaron dos teorias: una de ellas es la 
teoria asintôtica uniforme de Lewis y Boersma [34] (ÜAT), genera- 
lizada por Lee y Deschamps [36], que parte de la idea de modificar 
el campo de ôptica geométrica (incidente y reflejado), de manera 
que cerca de los limites ôpticos se compensen las singularidades 
del campo difractado de Keller. Otra es la conocida teoria unifor­
me de la difracciôn (UTD) de Kouyoumjiam y Pathak [19]» ampliada 
por Hwang [37] (MUTD), que serân abordadas en los siguientes capi­
tules de este trabajo y que modifican el campo difractado de la 
GTD, de manera que este sea finito en los limites ôpticos y que el 
campo total sea continue a través de dichos limites.
Aunque todas las teorias geométricas uniformes se redu- 
cen a la GTD lejos de los limites ôpticos [36], por partir de dis- 
tintos desarrollos dan lugar a diferentes expresiones cerca de di­
chos limites. No obstante, como apuntan Mittra y Rahmat-Samii [23], 
[24], dichas teorias conducen a resultados numéricos muy similares.
Sin embargo, la teoria uniforme que sigue mâs de cerca 
el espiritu de la ôptica geométrica y, como veremos en los siguien­
tes capitules, tiene un claro significado fisico es la UTD. Esta 
teoria ha sido establecida no sôlo para resolver el problema de di­
fracciôn en bordes de superficies conductoras [l9j, [37], sino
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también para resolver el problema de difracciôn en superficies con- 
vexas conductoras 138], [39], y en bordes de superficies no perfec-
tamente conductoras [40].
II.3.- METODOS DE INTEGRACION DE CORRIENTES
Estân fundamentados en la representaciôn de los campos e 
lectromagnéticos dispersos mediante intégrales de las corrientes 
inducidas sobre el obstâculo [il], [20].
Fig. II.1.- Geometria para la integraciôn de corrientes.
Asi pues, el campo electromagnético disperso para una dis- 
tribuciôn de corriente J(r,) sobre un obstâculo conductor es, en 
zona lejana [il]:
-  jk 
* 4 Jt r
(2 .1)
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siendo F el vector:
s
j kr.fj j g (2.2)
donde r es el vector unitario en la direcciôn del punto lejano, r 
el vector de posicion de un punto genérico de la superficie, (Véase 
la figura II.1), Zq es la impedancia del espacio libre y J(r^) la 
distribuciôn de corrientes sobre el disperser.
II. 3.1.- APROXIMACION DE LA OPTICA FISICA
Para calcular la distribuciôn de corrientes sobre el dis­
perser en alta frecuencia, se suele hacer la aproximaciôn de la ôp­
tica fisica, la cual consiste en suponer que la dispersiôn en cada 
punto de la superficie del lado iluminado tiene lugar como si fuese 
un piano tangente a la superficie en dicho punto. Asi, como:
n * H
y la componente tangencial del campo magnético total en una super­
ficie plana es dos veces la componente tangencial del campo inci­
dente, en el lado iluminado:
J « 2 nvH
y cero en el lado de sombra, siendo Hj^  el campo incidente y n la 
normal a la superficie en el punto correspondiente. El uso de di­
chas corrientes aproximadas en la representaciôn integral del campo 
electromagnético disperso de (2.1), constituye el método de la ôp­
tica fisica (fPhysical Optics", PO).
Como se apunta en [17], la ôptica fisica da una buena a- 
proximaciôn para el câlculo del campo dispersado por grandes obs-
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tâculos, en situaciones donde no se puede apllcar la ôptica geomé­
trica (ni, por supuesto, la GTD), tal como es el caso de las câus­
ticas de rayos reflejados. Dichas câusticas ocurren, por ejemplo,
en la regiôn de reflexiôn de ondas planas por superficies también 
planas, o siraplemente curvadas, y en la direcciôn del haz princi­
pal de antenas parabôlicas con alimentaciôn focal. Fuera de dichas 
situaciones la ôptica fisica tiene los siguientes defectos:
1) Es un método que, en general, consume mucho tiempo de
câlculo, debido a que implica la resoluciôn de una
integral de superficie.
2) Las corrientes de superficie no contemplan la influen­
cia de la curvatura de los dispersores.
3) Dichas corrientes son imprecisas en los bordes, por
lo que los campos dispersos deducidos son incorrec­
tes .
Ademâs, como ya apunto Keller [2] y se muestra en l4l] y 
[11], la integral de radiaciôn de (2.1), con la aproximaciôn de la
ôptica fisica, puede evaluarse asintôticamente, fuera de las câus­
ticas, por el método de la fase estacionaria (Apéndice AIV), de ma­
nera que el campo disperso conste de dos términos:
T=PO_ E . pPO
(2.3)
siendo el primero de ellos el campo reflejado de la ôptica geomé­
trica y el segundo el campo difractado por borde de la ôptica fi­
sica. Sin embargo, dicho campo difiere de la soluciôn exacta de 
Sommerfeld, en el caso del semiplano, excepto para dispersiôn es- 
pecular [17].
Asi pues, fuera de las situaciones indicadas anteriormen 
te, la teoria geométrica de la difracciôn es una técnica de alta 
frecuencia mâs apropiada que la ôptica fisica.
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It.3.2.- TEORIA FISICA DE LA DIFRACCION
En la década de los atlos 50, a la vez que Keller trata- 
ba de mejorar la ôptica geométrica ampliando el principle de Fer­
mat, Ufimtsev [42] reconocia que la ôptica fisica era inadecuada 
en muchas situaciones, particularmente cuando la direcciôn de dis­
persiôn estaba lejos de la especular. Asi, postulô la existencia 
de "corrientes de borde", que debian aHadirse a las corrientes de 
superficie de la ôptica fisica. Sin embargo, Ufimtsev no da las 
expresiones de esas corrientes adicionales, sino que obtiene los 
campos difractados correspondientes por medio de un anâlisis asin­
tôtico en alta frecuencia del caso canônico de difracciôn de onda 
plana por semiplano conductor.
Ufimtsev descompone el resultado de la evaluaciôn asin­
tôtica de la integral de Sommerfeld (capitulo III), de manera di- 
ferente a Keller, en très componentes: el campo incidente, el 
campo disperso de la ôptica fisica y un campo difractado, siendo 
este ultimo la diferencia entre el campo difractado de Keller y 
el que résulta de la evaluaciôn asintôtica de la integral de la 
ôptica fisica [43]* Al método se le conoce con el nombre de mé­
todo de "teoria fisica de la difracciôn" (Physical Theory of 
Diffraction, PTD). Asi pues.
gPTD = K  gPO
(2.4)
siendo Ë^ el campo difractado de Keller.
El campo disperso total PTD es:
-PTD g PO =PTD
E ,  G ,  (2.5)
—  10 —
donde el primer término del segundo miembro viene dado por la re- 
presentaciôn integral de (2.1) .con la aproximaciôn de la ôptica 
fisica de (2.2), y el segundo término es el campo difractado de 
la teoria fisica de la difracciôn, dado en [43]•
De este modo, la teoria de Ufimtsev arrastra los incon­
venientes de contener la integral de la ôptica fisica como una de 
las componentes del campo disperso, aunque corregida por una con- 
tribuciôn del borde, siendo preferible utilizar exclusivamente u- 
na teoria de rayos siempre que sea posible.
11.3 .3 .- METODO DE LAS CORRIENTES EQUIVALENTES
El método de las corrientes équivalentes ("equivalent 
current method", ECM), es una técnica de alta frecuencia consis- 
tente en la integraciôn, a lo largo del borde difractante, de 
corrientes eléctricas y magnéticas ficticias, causantes de la ra­
diaciôn de los campos difractados de la GTD en los puntos de fase 
estacionaria del borde, siempre que se esté fuera de regiones 
câusticas. Dichas corrientes permiten una evaluaciôn numérica de 
la integral en las regiones câusticas donde la GTD no es vâlida.
Asi pues, la integral de radiaciôn [20] de corrientes 
;es, I® e l"*, a lo largo del b< 
el campo difractado lejano, se escribe:
équivalentes orde difractante, que dan
, Ü L  A  Z l*(z)ix{i X 2 ) ♦ |m(z)$x z 1 —  dz (2 .6 )
siendo z y s vectores unitarios en la direcciôn de un punto 6 so­
bre el borde y del campo lejano, respectivamente (figura V.l).
Las corrientes équivalentes I® e l"* fueron introducidas 
originalmente por Ryan y Peters [27], con el fin de calcular los 
campos difractados en câusticas axiales de cuerpos de revoluciôn.
— 1 1 —
Estos autores obtuvieron dichas corrientes en el caso de inciden­
cia normal de onda plana en borde de cufla recta, comparando el 
campo lejano radiado por filamentos de corriente eléctrica o mag- 
nética a lo largo del borde [20]:
z / I k ïTs
con el correspondiente campo difractado de la GTD (III.2.3), re- 
sultando:
I * — — [0(n ) ♦ G( n .(j; )1
(2.7)
estando definida * definida en (3 .26), y siendo:
En el caso de borde curvo, E^ (o H^) en (2.7) se susti 
tuye por la componente tangencial al borde en el correspondiente 
punto de difracciôn. Las expresiones anteriores son validas ûni- 
camente sobre los conos de Keller, e incidencia normal al borde.
Las corrientes équivalentes fueron generalizadas por
- 12 -
Knott y Senior [43] para cualquier angulo de incidencia y direcciôn 
de observaciôn, resultando las expresiones (2.7) divididas por: 
sen S^sen siendo 0^ el ângulo que forma el rayo incidente con
la tangente al borde en el punto de difracciôn, y 0^ el angulo que 
forma la direcciôn de observaciôn con dicha tangente.
Sin embargo, en el capitulo IV, con el objetivo de apli- 
car la integral de linea de (2.6) al calcule de contribuciones del 
campo difractado en los vertices de bordes y en las câusticas de 
rayos difractados, hacemos una deducciôn mâs précisa de dichas co­
rrientes équivalentes, basândonos en la integral de corrientes de 
superficie de (2.1) y en el concepto de corrientes de franja de 
Ufimtsev y Mittra [23], [43], que son relacionadas con la soluciôn 
canônica del problema de difracciôn en cufla (capitulo IV).
El método de las corrientes équivalentes en la versiôn 
de Ryan y Peters, junto con el de ôptica fisica, han constituido, 
en los ültimos afios, métodos fondamentales en el tratamiento de 
las câusticas de rayos difractados y reflejados, respectivamente, 
de antenas de reflector [11],[l8], como alternativa a la teoria 
geométrica de la difracciôn en las situaciones donde la GTD falla.
Asi pues, el método de las corrientes équivalentes se 
aplica dentro del contexte de la GTD, de manera que el campo dis­
perso viene dado por:
-ECM _ -ECM 
E$ * E, ♦ Ej
CAPITULO III
TEORIA GEOMETRICA DE LA DIFRACCIOM
Antes de considerar las aplicaciones concretas de las dlfe^ 
rentes teorlas geométricas de la difraccion, seri necesario hacer 
algunas consideraciones importantes sobre los fundamentos y limi- 
taciones de dichas teorias.
Siguiendo un proceso paralelo al desarrollo historico de 
las mismas, se comenzarA con la solucion asintotica de las ecua- 
ciones de Maxwell para alta frecuencia. Esta solucion situa el 
problema en optica georaétrica; es decir, en una teôria de rayos.
En estas condiciones, habrâ que completar las elementales 
leyes de la reflexion con las de Keller sobre los rayos difracta- 
dos. En este capitule se deducen los campos electromagneticos aao 
ciados a los rayos incidentes, reflejados y difractados a partir 
del planteamiento de Keller que se désigna con las siglas G.T.D. 
("Geometrical Theory of the Diffraction").
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III.I.- SOLliCIOR ASINTOTICA BE LA€ -EC^ACIONES PE MAXWELL
Desde que en 1911 Sommerfeld y Runge demostraron que las 
leyes de la optica podian deducirse de la ecuacion de ondas esca- 
lar, se vino manteniendo un interés constante en encontrar solu- 
ciones asintôticas de las ecuaciones de Maxwell, que pudieran re- 
lacionar los campos vectoriales del electromagnetismo con la op­
tica de rayos.
Las soluciones utilizadas en cualquier teoria de rayos se 
obtienen imponiendo condiciones de muy alta frecuencia a las ecua^ 
ciones de Maxwell, con lo que se deduciran soluciones asintôticas 
especificas de dichas ecuaciones.
En este apartado se van a analizar las relaciones entre 
los principios de la optica de rayos y las propiedades de una so^  
lucion asintotica determinada.
Esta solucion asintotica se deduce a partir del desarrollo 
en serie de potencies de la longitud de onda propuesta por Lune- 
burg en 1948 y utilizada posteriormente por Kline, por lo que se 
denomina desarrollo en serie de Luneburg y Kline.
III. 1.1.- ECUACION DE ONDAS A PARTIR DE UN DESARROLLO EN SERIE 
DEL CAMPO ELECTRICO.
Las ecuaciones de Maxwell en un medio homogéneo e isotro- 
po, en una region donde no existen fuentes son;
V x E  =-jU)|lH 
V X H = j W  EÊ
y . Ë = 0 
y .H = 0
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siendo E y li las intensidades del campo eléctrlco y magnétlco res- 
pecblvamente; c, la constante dieléctrlca del medio y w su permea- 
bilidad magnetica.
La nomenclatura adoptada en este estudio, particularmente 
en lo referente a los operadores vectoriales, se describe con de- 
talle en el Apéndice AX.
Siguiendo pues esa nomenclatura, que puede consider arse clai 
sica, se deduce el asimismo clAsico sistema equivalents a las ecua­
ciones de Maxwell
ÿ ^ Ê  - k^Ê = 0
_  f 3. M
V.Ê = 0
donde k =«/T5T es el numéro de ondas en el medio y es el operador 
equivalents a V x V x .
Prescindiendo del factor e^*^ en el desarrollo en serie de 
Luneburg y Kline [ 9 ] , [H)], [ 1 ?], se obtiens:
Ë  g .
En esta expresion, R es el vector de posiciôn del punto de 
observaciôn y k*(R), una fase comûn a todos los térrainos del de­
sarrollo. Ambos pues se refieren al punto donde se observa el cam- 
po y svcalculan respecte a un referencial convenientemente elegi- 
do segun el problema concrete que se desee resolver.
Por otra parte, Ë^(R) es el vector complejo del campe aso- 
ciado al termine ri que decrees con (je) Obsérvese que cada ter-
— 1 ô —
mino del desarrollo présenta una fase especlfica debida a las con- 
tribuciones de Ê^(R) y de (jw)
En definitiva, (3.2) supone que el campo
Ë = % (3.3)
es el producto del factor fâsico:
,-JkL . L = vplR)
y del factor vectorial
Ë„(R)
—  I
N rO (j W)
que es independiente de k .
Si se aplica la condicion de divergencia -2* de (3.1)- a 
la descomposicion factorial (3.3)
V.Ë = t"''*'’ IV.Ï - jkï.VL)
se obtiens:
V.i -jki.VL = 0 3^.4)
Por otra parte, sustituyendo la descomposicion factorial
(3.3) en la ecuacion de ondas -i« de (3.1)- y haciendo las opera-
ciones convenientes (Apéndice AI) , se deduce:
k^li - l7L.7L)i ♦ 7H7L.i)l ♦
jk 17L17.1) * 7(7L.i) - 2(7L.7)i - ALil + (3.5)
I A i  - 7 17.1)1 = 0
-  1 7 “
III.1.2.- HIPOTESIS DE MUY ALTA FRECUENCIA
Si en el desarrollo en serie (3.2) se desprecian todos los 
términos correspondientes a n ) 1 (hipotesis de muy alta frecuencia^ 
el campo se reduce a;
Ê = g,|R I
Aliora bien,
es independiente de la frecuencia a y de la constante de propaga- 
ciôn k ; en consecuencia, los factores con paréntesis cuadrados de
(3 .5) deben ser idénticamente nulos:
- (VLVL)Ê^* Vl(VL.I^ ) = 0 
VL(V.Ê^) ♦ 7(VLl^) - 2(7L.V)Ê^ - ALÊ^ = 0 (3.6)
A Ê ^  - 7(7.Ê^) = 0
Por la misma razon de (3.4) se deducen las dos:
V . Ê ^  = 0
(3.7)
Ê ^ . 7 L  = 0
que, impuestas en (3.6) conducen a:
I V l 1*= t
2(?L.9)Ë^ * A l Ë g  = 0 (3.8)
Ai, = 0
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Las ecuaciones correspondientes para el campo imagnético se 
pueden encontrar a partir de la ecuacion de Maxwell:
^ x Ê  =-iUJlH (3.9)
III.1.3.- CAMPO ELECTROMAGNETICO EN OPTICA GEOMETRICA
De los resultados anteriores pueden deducirse las siguien- 
tes conelusiones de acuerdo con los principios de la Optica geome- 
trica (6 ] , [7]!
a) De la primera de (3.8) -ecuacion eikonal- se deduce que el 
gradiente es perpendicular a las superficies de fase cons­
tante :
R ) = cte.
En consecuencia, en un medio homogéneo e isôtropo, la fase 
del campo varia a lo largo del gradiente que define una tr^ 
yectoria denominada rayo, perpendicular a las superficies 
equifases, llamadas frentes de ondas.
En estas condiciones, tomando un referencial apropiado li- 
gado al rayo, la trayectoria de éste queda localmente relji 
cionada con un escalar s que sustituye asi al vector R. En- 
tonces:
—  = IVLl = 1 
d s
y una sencilla integraciôn conduce a:
( S ) =  0 ) ♦  S
Por consiguiente, la fase en un punto definido por la pos^ 
cién s vendra dada por
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k \^(s ) s k V|»(0) + ks (3.10)
b) Por su parte, la segunda expresion de (3.7) indica que el 
campo es normal a ]a direcciôn de propagaciôn y de (3.Q ) 
se deduce que Ë^, 11^  y VL forman un triedro trirrectângul o .
En consecuencia, en un punto de coordenada s respecte a un 
centre de referencia elegido sobre el rayo, el campo tiene 
un comportamiento local de onda plana.
c) En cuanto a la segunda ecuacion de (3.8),puede demostrarse 
que
V L . V  = -i- 
à s
con lo que aquella se transforma en:
♦ —  AL.Ê = 0 
ds 2
La solucion de esta ecuacion diferencial es:
Ê ^ ( s )  = 1 ^( 0 ) exp I - —  I A l  d s ' I (3.il)
Por otra parte, puede demostrarse también que la curvatu- 
ra gaussiana
0 = 1/
de un frente de onda cuyos radios de curvatura principa­
les son Rj y R^ verifies la ecuacion diferencial:
1 2  = - G AL
d S
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que, integracla, conduce a:
r rS -,
(3.12){ s) = G(0 ALds'j
Coraparando (3.11) y (312) se deduce la amplitud del cam­
po en s:
0 0
Finalmente, incorporando la dependencia fasica se obtiene 
como expresion compléta del campo:
Ë(,) = Ê  (0) r i l ï r  .-iXflO.-ik» ,3.,3)
® y G(o)
III.1.4.- AMPLITUD DEL CAMPO A LO LARGO DE UN RAYO
La dependencia de la amplitud del campo respecto a la cur^ 
vatura gaussiana ha sido deducida a partir del siguiente formalis­
me analitico: la relaciôn de amplitudes en dos puntos s y 0 de la 
trayectoria de un rayo se puede calculer con la misma integral que 
détermina la relaciôn de curvatura gaussiana en aquellos puntos.
Al mismo resultado puede llegarse a partir de considera­
ciones energéticas a lo largo de un tubo de rayos estrecho.
En efecto, supôngase un tubo de rayos estrecho (Fig. TTI.1) 
y las dos secciones: s'=0 y s ' =s que determinan en él los dos freri 
tes de onda y w definidos por esas coordenadas.
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s' . 0 s
Fig. ITI.l - Tubo de rayos estrecho. Pince] de rayos
Si se considéra la secciôn radial que contiens las rectan 
1^ y 1, dos rayos prôxiaos de dicha secciôn se cortan en el centro 
de curvatura C ^ y determinan un rayo de curvatura p ^ para el fren­
te de onda y otro, + s, para el w.
Por otra parte, en la otra secciôn radial -la que contie- 
ne a las rectas 1^ y 1 ' dos rayos prôximos determinan otro cen­
tro de curvatura con un radio de curvatura p ^ para el frente de 
onda y otro, P^ + s, para el w.
El flujo de energia transportado por los rayos debe man- 
tenerse constante dentro del tubo, de modo que si y A son las 
amplitudes del campo en s ’=0 y s ’=s respectivamente, debe verifi- 
carse:
Ag d 0^ = A^da
siendo do^ y do las superficies determinadas en el tubo de rayos 
por los citados frentes de ondas.
Ahora bien, dichas Areas, rectAngulos elementales, serin 
proporcionales al producto de sus lados y cada uno de ellos, al 
radio de curvatura correspondiente; es decir:
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« 9 ,  = . K*K'* 9,P 2
d a  = K ^ l l ' = K * K ’^ ( 9 , * » ) ( p j * » )
da. 9l?2
d a  IÇ i  + » 1(92** 1
En consecuencia.
A« y (Pl +s)(92**l
Observese que, con las consideraciones hechas en relaciôn 
con la fig. III.l, las curvaturas gaussianas en s*=0 y s'=s son 
respectivamente:
1 1
GloJ = G s) =
9i 92 ( 9 i * s ) l 9 2 * » l
Por consiguiente, (3.13) se transforma en
Ê(s) = ÊJo)
y agrupando la amplitud E^(0) y la fase e 
origen:
I 1^^ 2 ,-jkip(o ) ^ -jks
y ( 9 j  ♦ s ) ( p 2 * s )
-jk*(0) del campo en el
K o) oE(o).
se obtiene finalmente:
Ë(s) = Ê(o)
/ 9,92
^  ( 9 i * * 1 ( 9 2 * * 1
-jk* (3.14)
expresion conocida como la tfel campo en ôptica de rayos.
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III.1 .4 .1.- Causbicas y factor de divergencia
De la expresion general del campo asociado a un rayo,
(3 .14), se deduce que la amplitud del mismo presents valorem singu 
lares para s=-Pj y s=-p^.
Cada una de dichas condiciones define una situacion en la 
que el campo alcanza valores infinitamente grandes segun (3.14) y 
muy elevados en la realidad. Esta situacion corresponde a un lugar 
geometrico llamado caustica.
En la figura III.l, la primera caustics es la indicada por 
la linea C^C| y la segunda, por la .
En relaciôn con las causticas pueden presentarse obvia- 
mente tres casos diferentes;
a) Pj y p^ son finitos. En estas condiciones existen dos li- 
neas causticas definidas por p ^ y p ^ . Su situaciôn, respecto a] 
piano de referencia, dependera del signo de los radios de curvatu­
ra de modo que si uno de los radios de curvatura fuera positive, 
la câustica correspondiente distaria |p| , pero tomada en sentido 
contrario al de propagaciôn del rayo (s=-p < 0). Este caso general 
define un pincel astigmatico.
Por otra parte, si el punto de observaciôn dista mucho 
del referencial, caso de un diagrams de radiaciôn, tanto p ^ como 
p^ son despreciables frente a s y la amplitud varia con s~^, caso 
analogo al de las ondas esféricas.
b) Pj es finito y P^ infinite. En tal caso.
lim ---^  = 1
—  0.
—  2^ —
y la expresion ( J". > 4 ) se transforma en
E(s) = E ( O )
1
donde aparece una sola câustica en s=-P ^ .Si se estudia el campo a 
gran distancia del piano de referencia, su amplitud variarâ con 
s  ^ como ocurre con las ondas cilindricas.
c) Pj y P^ son infinitos. Entonces, (3*14) se reduce a 
Ê(s) = Ê(o) «-jks
donde la amplitud se mantiene constante con s. Este caso en que 
no existen câusticas es el correspondiente a una propagaciôn por 
ondas planas.
Las distancias p ^ y p^, cuando son finitas, se 11 aman 
distancias câusticas y la raiz cuadrada de la expresion (3.14) 
factor de divergencia.
Volviendo de nuevo a (3.14) y suponiendo que se hace v^ 
riar s de forma continua, lo que équivale a hacer una prosfscciôn 
a lo largo del rayo, puede observarse que, cuando el rayo cruza 
una câustica, el factor p+s correspondiente cambia de signo. Es 
to équivale a un brusco cambio de fase de v/2 debido a la ra£z 
cuadrada que aparece sobre p+s. Entre câusticas, la variaciôn 
de fase serâ debida exclusivamente al factor exponencial y de nue 
vo, al atravesar la segunda câustica (en el caso de existir dos), habrâ que 
introducir un segundo salto brusco de w/2 en la fase.
Finalmente, la direcciôn del campo -perpendicular al rayo, se man 
tiene invariable a lo largo de él, siempre que éste se manter^ en un mismn 
medio liomogéneo e isôtropo.
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III.I.4-2.- ModlFicaciones introducidaa por la reFlexion
Las caracteristicas del rayo cowentadas en el pariftrafo 
anterior son nodlFicadas cuando dicho rayo se encuentra con un oh^
taculo.
Las modlFicaciones dependeran FundamentaImente del fenom^ 
no que se produzca en la interaccion rayo-obstâculo. Por el momen- 
to, se van a considerar las derivadas de la reFlexion del rayo so­
bre una superFicie conductora, dejando para mas adelante las produ 
cidas por la diFraccion.
Supongamos pues que un rayo s' incide en el punto 0 sobre 
una superFicie curvada E (Fig. III.2), Formando un angulo de inci-
X —
dencia 8 con la normal n a E en el punto O.
fif
II
— r
= r
Fig. III.2 - ReFlexion sobre una superFicie curva E
Tres aspectos diFerentes deben considerarse al tratar la 
reFlexion:
a) modiFicaciôn de la trayectoria de rayo.
b) obtencion del campo eléctrico asociado al rayo reFle- 
jado y
c) estudio de la estructura del F rente de onda correspon-
— 2 ô —
diente al rayo reflejado.
a) ModiFicaciôn de la trayectoria del rayo
Como es sabido, el rayo reFlejado s cumple las conocidas 
leyes de la reflexion que permiten determiner Facilmente su tra­
yectoria. Es conveniente subrayar que un proceso cômodo para de- 
terminarla es a partir de la imagen del rayo incidente respecto 
al piano tangente a E en 0.
b) Campo eléctrico asociado al rayo reFlejado
Segûn se ha demostrado en III.1.3.b), el campo eléctrico 
E^, asociado al rayo incidente en 0 esté contenido en el piano 
perpendicular al rayo s*. Ahora bien, en relaciôn con el piano de 
incidencia (éste contiene a los vectores s' y n), el campo eléc­
trico tiene dos componentes: E^ (contenida en dicho piano) y 
(perpendicular a él).
Êi =
* %
Pero por ser E^ perpendicular al piano de incidencia, 
lo es también al vector n contenido en él; por consiguiente, per- 
tenece al piano tangente a E en 0 y las condiciones de contorno 
exigen que en dicho punto
= r . gi
-1
Por su parte, E|| admite asimismo la descomposiciôn
ÊÎ, = (Êl,)^ > (ÊÎ,)^
donde la primera es paralela al vector n y, la segunda, tangente 
a E ; en consecuencia:
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' 6 : . 'n= ‘ V .  I t  * ' t  = »
Es evidente que, en estas condiciones, las componentes
y del campo reflejado
Êr = Ê[,^Ê'^
tienen las direcciones que aparecen en la figura III.2.
Ahora bien, la disposiciôn relativa de Êjj respecto a s
es la misma que la de E^ respecto a s'; por el contrario, las de
— r — i
y Ej^  son opuestas: en consecuencia
'  ((« ))
en el punto de reflexion, donde la matriz de reflexion esi
{(«))
c) Estudio de la estructura del frente de onda correspondien­
te al rayo reflejado.
El rayo incidente dado por (3*14) lleva asociadas las
distancias causticas y que conformas el frente de onda del
mismo. Si dicho rayo se refleja en la superficie curva C debe pro
ducirse lugicamente una modif icacion del f rente de onda y, en cort
1» r*
secuencia, las distancias câusticas p^ y P^* asociadas al rayo 
reflejado deberân ser distintas a las del incidente.
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El problema es pues determinar y p^ en funciôn de las 
i i
incidentes P^ y P^ y de los radios de curvatura principales y 
Rg de la superficie reflectora en el punto 0.
Descliamps [6] ha demostrado que dichos paramétrés vienen 
dados por:
,1/9|
1/92
w f jF |  ♦ w F2 (3.15)
donde las funciones que aparecen en ella quedan definidas en el 
siguiente cuadro:
W  =  2 C O S  9'
ini^
^o) ^221-1^12 ^211-1^11
:   ♦  ■ ■
1 1
(3 .16)
R,Rl''2
Por otra parte, son los elementos de la matriz
{(a»
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de proyeccion del referencial relative a las direcciones principa- 
-i -i
les X ^ del frente de onda incidente sobre el referencial de d^ 
recciones principales 0^, 0^ ligado a la superficie reflectors Z.
En el Apéndice A U  se describe con mayor detalle la deduc-
cion no solo de la formula (315), sine también, los vectores uni-
tarios de las direcciones principales del frente de onda del rayo 
reflejado.
Como consecuencia de todo lo dicho en este apartado, y de
(3.14), el campo eléctrico asociado al rayo serâ
E\] I e ' )II
= «R»
II
i
E l E l
/
> f «r «r
. jks
(3.17)
siendo Ëj) y Ë^ ; y Ë^y Ë^ las componentes paralela y perpendicular 
al piano de incidencia en el punto 0 (que se toma como origen, s=0), 
del campo incidente y reflejado, respectivamente.
III.2.- TEORIA GEOMETRICA DE LA DIFRACCION DE KELLER (GTP)
Ilasta este apartado, se ha demostrado que, en alta frecueri 
cia, es posible construir el campo electromagnético en un punto O 
siguiendo métodos de ôptica geométrica. Este campo de ôptica geomé 
trica E^ es, segûn se ha visto, una aproximaciôn del verdadero cam 
po electromagnético existante en Q.
Para construir este campo es necesario establecer vincula 
ciones geométricas entre el manantial creador del campo, P, y el 
punto Q. Esas vinculaciones son los rayos y hasta ahora se ha vis­
to que el campo de ôptica geométrica en Q puede considerarse super 
posiciôn de un rayo directo, (3.14), que se propage por el medio 
homogéneo e isôtropo segûn la recta PP y de rayos reflejados. Ëp
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(3.17), que conectan P con p a través de obstâculos relativamente 
prôximos al camino PQ.
S  =
Ahora bien, como ya se ha sehalado, este planteamiento cori 
duce a situaciones singulares -las câusticas- donde el campo se ha 
ce infinite. Su calcule debe hacerse, en este caso, siguiendo otro 
tipo de aproximaciôn.
Sin embargo, otro tipo de anomalias aparece como consecueri 
cia de la presencia de obstâculos en el espacio donde se estudia 
el campo y es precisamente la superaciôn de dichos obstâculos lo 
que ha conducido a las diferentes teorias de la difracciôn.
En primer lugar, el obstâculo créa una regiôn de sombra 
en el espacio iluminado por el manantial. Por lo tanto, fundândo- 
se en la teoria expuesta hasta ahora, deberia concluirse que el 
campo electromagnético es nulo en dichos puntos puesto que a ellos 
no llega ni el rayo directo, ni el reflejado. Sin embargo, como es 
sabido, esto no es cierto en general.
Por otra parte, siempre segun la teoria expuesta, el paso 
de la regiôn iluminada a la de sombra conduce a una discontinui- 
dad de tipo escalôn -paso de un campo finito a otro nulo-. la pro 
yecciôn del obstâculo desde el manantial define un conjunto de d i 
recciones correspond ientes al contorno de dicho obstâculo llamado 
limite de sombra. Ademâs, los rayos que proyectan dicho contorno 
se reflejan en el obstâculo para dar origen a otro conjunto de d^ 
recciones denominado limite de reflexiôn.
Ambos limites determinan dos superficies regladas y, en 
general, très regiones en el espacio. A los puntos de la regiôn 
que contiene al manantialllegan los rayos directes y reflejados.
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A los puntos de la regiôn comprendida entre los limites dm refIm- 
xiôn y sombra solo llegan los rayos directos y, finalmente, mis 
alii del limite de sombra no existe ni uno, ni otro tipo de rayos.
La determinaciôn de un campo no nulo en la zona de sombra 
es el objetivo de la Teoria Geométrica de la Difracciôn, G T P . mien 
tras que la superaciôn de las discontinuidades en los limites de 
sombra y reflexiôn se debe a la Teoria Uniforme de la Difracciôn, 
UTD.
El primer problema se tratari en este apartado, dejando 
para el III.3 el estudio de las mencionadas discontinuidades.
III.2.l.- POSTULADOS DE KELLER SODRE LA DIFRACCION
Keller mostrô (111 - Isl) que la soluciôn de la ôptica 
geométrica podia ser mejorada incluyendo un nuevo tipo de rayos, 
los rayos difractados. El desarrollo que realizô con este objeti­
vo es su conocida Teoria Geométrica de la Difracciôn que corres­
ponde a las siglas inglesas GTD (Geometrical Theory of Diffraction)
Para ello, sus ideas basicas pueden resumirse en:
- El campo electromagnético asociado a los rayos difractados 
tienen el mismo carâcter vectorial que los rayos directo y 
reflejado, de modo que la polarizaciôn es "transportada” a 
lo largo del rayo difractado al igual que ocurre con los 
otros dos.
- Para problemas canônicos de difracciôn (problemas sencillos 
que presentan un mismo comportamiento local que el que se 
desea resolver), las soluciones de la GTD deben coincidir con 
las asintôticas obtenidas por Sommerfeld [8].
- Los efectos producidos por los bordes en la difracciôn son, 
en lineas générales, los previstos por Young.
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Sobre eilas estableciô los siguientes postulados:
1) El campo difractado se propaga a lo largo de rayos cuyas tra 
yectorias se determinan por una generalizacion del principio 
de Fermat, incluyendo puntos de la superficie limite en la 
trayectoria del rayo.
2) La difracciôn, de forma anâloga a la reflexiôn, es un fenô- 
meno local (en alta frecuencia) que depende de la naturaleza 
de la superficie limite y del campo incidente en las proximi 
dades del punto de difracciôn.
3) El campo dif ractado se propaga a lo largo de su rayo de acuer^
do con el principio de conservaciôn de la energia en un tubo
de rayos estrecho y la variaciôn de fase de un punto a otro
del rayo viene dada por el producto entre la distancia sobre
el rayo y el numéro de ondas del medio. La direcciôn del cam 
po dif ractado es perpendicular a la trayectoria de su rayo 
en cada punto.
Este ultimo postulado es una consecuencia de los dos prime 
ros. Asi pues, el principio generalizado de Fermat puede enunciar- 
se diciendo que : "El rayo difractado, originado cuando un rayo in­
cidente (que puede procéder de una reflexiôn o difracciôn previa) 
choca con un borde, un vértice o incide rasante sobre una superfi­
cie yendo desde un punto P a otro Q, es una curva que tiene una 
longitud ôptica estacionaria; es decir, extremal -normalmente un 
minimo-. La trayectoria recorrida por el rayo es rectilinea cuan­
do se propaga a través de un medio homogéneo e isôtropo; cuando se 
desliza por una superficie, dicha trayectoria es una geodésica de 
la superficie.
III.2.2.- LEY DE LA DIFRACCION EN BORDES
Para estudiar la difracciôn electromagnética que se pro-
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duce cuando una onda choca con un borde, Keller coaienza por supo- 
ner el caso sencillo de un borde recto en uno de cuyos puntos, 0, 
incide un rayo cuya direcciôn queda definida por el vector unita- 
rio s| (fig. III.3.a). El vector unitario t (que détermina la di­
recciôn del borde) define junto con s!^  el piano de incidencia y 
en él puede determinarse otro vector unitario s^ que verifique la 
conocida ley de la reflexion
T.5; = T.Sj
Ahora bien, fuera del piano de incidencia, existe un con- 
ifinito 
pio de Fermat:
junto infi e de direcciones s^ que verifican también el princi-
F.5| = t.
Este con junto (fig. III.3 .a) se distribuye sobre el cono 
que tiene por vértice el punto 0; por eje, el borde; y por semi- 
ângulo en el vértice:
Po = «fcos I r.Sj) (3 .18)
En consecuencia, la ley de la difracciôn en borde recto 
puede enunciarse diciendo que "cuando un rayo incidente choca con 
un borde recto da lugar a inf initos rayos difractados, situados 
en distinto semiespacio que el incidente respecto a] piano normal 
al borde recto en 0. Estos rayos difractados forman un cono: de 
vértice en el punto de difracciôn 0; de eje,el borde y de semiiri 
gulo, el que forman el rayo incidente y el borde".
Si la onda que incide sobre el borde es plana, la difra^ 
ciôn producida por aquél es un conjunto de ondas planas cuyas 
normales se distribuyen sobre el mencionado cono. Este frente de
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ondas difractadas constituye la onda cônJca que dedujo Sommerfeld. 
Si la incidencia fuese normal, la onda difractada séria cilindrica 
(fig. III.3.b), resultado también obtenido por Sommerfeld.
La expresion de la ley de difracciôn en borde curvo es an^ 
loga a la anterior en virtud del segundo postulado de Keller. Para 
obtenerla bastarâ sustituir en el primer pârrafo "borde recto" por 
"borde curvo" y en el segundo pârrafo "borde" por "tangente al bor 
de en 0".
Por todo lo dicho en este apartado, cualquier punto del 
borde puede ser vértice del cono de difracciôn donde confluyen to 
dos los rayos difractados. El borde es pues, un lugar geométrico 
de puntos, caracterizados por ser intersecciôn de infinités rayos 
difractados, lo que équivale a una linea de puntos degenerados, 
es decir, una câustica.
III.2.3.- CAMPO DIFRACTADO EN UN BORDE
Como consecuencia de la ley de la difracciôn en un borde 
(sea recto o curvo), el campo difractado tiene el carâcter del de 
un rayo ôptico, por lo que su expresiôn serâ del tipo (3.14). En 
ella se comparan los campos en puntos que distan s y s^ respecti­
vamente del origen tomado sobre el rayo difractado.
Si el origen se toma sobre el punto de difracciôn, entori 
ces Sq=0. Ahora bien, al estar dicho punto sobre la primera câu^ 
tica, o ‘*2 *^®ben ser nul os ; por ejemplo:
9  ^ = 0
Por otra parte, el punto de difracciôn es origen del rayo 
difractado, por lo que la secciôn del pincel de ondas en él sera 
nula :
d a ^  = 0
- 36 -
Ambas condiciones exigen que:
limlEy )| = ••
0
Ademâs, como el flujo de energia a lo largo del pincel de 
be mantenerse constante y no nulo:
= (Êy(o)l^dO^ = finito t 0
y por otra parte de (3.14):
IÊj(0)|/^j = finite t 0
Por consiguiente, si se define A'(0) por:
A'(0) = lim |^(0)|/ç^ 
0
(3.14) se transformarâ en:
" " " " " " " V S ' " ' ' -
donde es el vector unitario que da la direcciôn de Ë^(s) y P 
(anteriormente P^) es la distancia, medida sobre el propio rayo, 
entre el punto de difracciôn y la segunda câustica.
A este nivel, Keller postula que el campo difractado es 
proporcional al campo incidente en el punto de difracciôn. Si 
este se désigna por E^, se puede establecer que:
a '(o ) = ((d))Êj
donde ((D)) es la matriz de transformaciôn del vector complejo Ë^ 
en otro vector -cl del primer miembro- que tiene la direcciôn de 
Êd(s).
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For lo tanto, sustituyendo este cambio en (3*19) se obtie­
ne finalmente:
Ahora bien, el conocimiento del campo difractado E^(s) a 
una distancia s del punto de difracciôn 0 exige, no solo conocer 
el campo incidente en 0 (lo cual se presupone), sino también:
a) la distancia câustica p y
b) la matriz de transf ormaciôn ((D)) que, en condiciones parti­
cularmente sencillas, puede reducirse a un simple escalar.
111 .2.3 . 1• Distancia câustica
En la figura III.4 puede verse que, cuando dos rayos s
y procedentes del manantial P inciden sobre dos puntos 0^ y 0^ 
muy prôximos de un borde curvo, los correspondientes rayos difrajc 
tados, s^ y s^, pueden cortarse sobre puntos C de una câustica.
En estas condiciones, la distancia P=O^C^, entre el borde y la 
câustica, se llama distancia câustica de la difracciôn.
Esta distancia corresponde a la que anula el denominador 
de (3.20):
S = - 9
En consecuencia, si se toman positivas las s contadas 
desde el punto de difracciôn a la câustica, es evidente que p d^ 
be ser un numéro negativo; en estas condiciones, en las proximi- 
dades del borde:
9
s(s + 9)
> 0
y a medida que el rayo difractado se acerca a la câustica, este 
valor crece hasta pasar de + » a , al cruzarla. Como la raiz
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Caùstica de rayos 
di f ractados
P
Fig. III.4.- Distancia càustica de la dlfraccion, o.
cuadrada de (3.20) se toma sieropre como real, la fase variarâ 
bruscamente de 0 a »/2 cuando se atraviese la càustica.
El valor de p depende logicamente de les paramètres ca- 
racteristicos del F rente de onda incidente y del borde. Esta de^  
pendencia viene definida por:
1 1
9 9*
(3.21 )
donde p^ y p^ son, respectivamente, los radios de curvatura del 
borde y del frente de onda incidente en el piano de incidencia 
(s' y t); es el ângulo dado por (3 .18) y los vectores unita-
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rios s', s, t y (fig. III.5) son respectivamenke los relatives 
al rayo incidente, al difractado, a la tangente y a la normal al 
borde en el punto de difraccion.
Rayo difractado
Rayo incidente
Fig. III.5 .- Dif raccion en borde curvo
Para deducir (3.21), se considerarâ el caso de un rayo s' 
que incide sobre un borde r en el punto 0, formando un ângulo 6^ 
con la tangente t a r en 0 (fig. III. 5).
Rccordando conceptos basicos de geometria diferencial, 
el borde queda determinado en las proximidades de 0 por:
.2
2 P
(3.22)
B
donde t^ es el paramétré de la curva r (équivalente a la veloci- 
dad de la ecuacion fundamental de cinemâtica). Ademâs, en el se- 
gundo término se ha introducido el signo (-), lo que équivale a 
considerar n@ como normal principal dirigida hacia "afuera"
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seiitido contrario al centro de curvatura).
Ahora bien, la variacion de fame del pincel Incidente en 
las proximidades de 0 viene dada por (A2.3) del Apéndice A U ,  que 
se repetira aqui para seguir mejor este proceso (s' sustituye aho 
ra a la z de la expresiôn anterior).
kL'(r) - kL'lo) = ks'+ — (S.o'%)
2 (3.23)
La obtencion de los dos sumandos del segundo miembro de 
la igualdad se conseguirâ proyectando (3.22) sobre:
a) la direccion del rayo incidente, s':
*' = L  COS Pa - -7“
1 t;
b) un piano perpendicular al rayo incidente (fig. ITT.6)
(el vector x, proyeccion sobre ese piano, viene dado en el 
Apéndice por x = of^x^)
«1
C O S Q
= *oS«n Po
n« 2 sen
n queda bien definido en la figura III.6.
Con este resultado se esta en condiciones de hacer la 
transforraacion Q^x, donde es la matriz de curvatura del fren­
te de onda incidente ((A 2.8) del Apéndice All).
En efecto.
o ' X = t . s«
\  9\ /
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S.Q’x = Po
siendo
1 COS Q sen ft
  3 I +
9i 9| 92
(3.24)
donde P^, son los radios de curvatura principal es del frente 
de onda incidente en 0.
Fig. III.6.- Pincel incidente en 0, cuyo rayo axial 
esta en la direccion s '.
Sustituyendo los resultados de a) y b) en (3.23), se obtie
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k L*{r) - kL'(O) = k cos p . IuIl]
:  \  /
Si, a continuaciôn, se repite el proceso para el rayo difrac 
tado, se llegara a una expresiôn analoga:
k L  ^ , . k i  k )  = k, c p - . ü L f î î ! ^  -
“ “ Z \  ? 9 b /
donde B ' es el ângulo que forma s con t y p es la distancia câus- 
tica (obsérvese que, por ser el borde una càustica, uno de los f() 
cos es 0 y el otro dista p de O ) .
Finalraente, imponiendo la cond ici on de fase estacionaria, 
se deben verificar simultaneamente:
C O S  P g  =  C O S  p Q
«etjZp, B..r _ s«r?Pâ _ V I
9; 9 b  9 9 b
La primera condiciôn coincide con la ley de Keller de la 
dif raccion y la segunda se simplifica en (3.21).
III.2.3 .2.- Matriz de difraccion electromagnetica en G.T.D.
De (3. 2C| se deduce que, para conocer el campo "transportadd' 
por el rayo difractado, debe determinarse la matriz ((D)) que trans 
forma el campo incidente en otro que, salvo un factor escalar, 
es el campo difractado E^.
En primer lugar, el anâlisis dimensional He (3.20) demues 
tra que los elementos de la matriz ((D)) varian con la raiz cua­
drada de una distancia caracteristica del problema que, salvo un 
factor corrective adimensional, debe ser la longitud de onda o.
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su inversa, el numéro de ondas k. En consecuencia, los elementos 
de ((D)) varian segûn k ^ .
Sin embargo, ((D)) no puede determinarse, como es habituai, 
imponiendo condiciones de contorno a (3.20), puesto que el limite 
es una càustica de rayos difractados. La soluciôn debe obtenerse 
comparando (3.20) con expresiones exactas obtenidas en problemas 
canônicos.
Esquemâticamente, el proceso consistirâ en deducir, en 
esos casos, una expresiôn exacta de] campo total, teniendo en 
cuenta la presencia del borde. A partir de ella, se deducirâ una 
aproximaciôn asintôtica de alta frecuencia y, a continuaciôn, se 
descompondrâ la cor respond ien te soluciôn en très sumandos asocia^ 
dos respect ivamente a los campos incidente, ref lejado y dif racta^ 
do. Deducida la expresiôn del campo difractado, se compararâ con 
el dado por (3.20), lo que harâ posible determinar ((D)).
III.2.3.2.1.- Soluciôn de Sommerfeld
El problema canônico que se va a tratar es el que corre^ 
ponde a la difracciôn de una onda plana que incide sobre el boi^ 
de recto de un semiplano.
Evidentemente, resultaria desproporcionado desarrollar 
aqui la deducciôn de Sommerfeld; sin embargo, es importante reco 
ger al menos su terminologia y, sobre todo, sus conclus!on es.
El semiplano conductor se supondrâ definido por la ecua- 
ciôn y = 0, con la restricciôn x > 0 (fig. ITT.7) y el horde, por 
cl eje z .
Por otra parte, la onda plana -paralela al borde- queda- 
râ determinada espacialmente por la direcciôn s* del rayo inci­
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dente asociado -normal al borde- que Forma un ângulo con la 
direcciôn negative del eje x. La polarizaciôn del campo eléctrico 
E (o del campo magnético II) se supondrâ asimismo paralel a al bor­
de .
n
Rcgtôn II
Rcgiôn III
Fig. III. 7.- Regiones determinadas por los limites de som 
bra y de reflexion y el semiplano conductor.
Por consiguiente, el problema queda simp]ificado en uno 
bidimensional, cuyo piano es normal al borde y el campo Ë (o H) 
puede représenterse por un escalar.
En estas condiciones, la onda plana incidente, u^, de 
amplitud A y fase nula en el origen, sera, en un punto P de 
coordenadas (s ,4q ):
u = A «xp I jk$ cos( <t> - 0' )1
^3.25)
(El signo + que aparece en la fase proviene de que a] tomar el 
borde como origen, las distancias s', definidas en el sentido 
de propagaciôn del rayo incidente, deben cambiarse de sentido).
El campo u buscado, que es el u^ modif icado por la preseji
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cia de la pantalla, deberâ verificar las siguientes condiciones:
2
a ) la ecuaciôn de ondas: A U  + k U  = 0
b) las condiciones de contorno sobre la pantalla definida
- / d u
por 4 =0 y * =2*: u=0 para E (o   - Q para H);
°  °  a n
c) la condiciôn de radiaciôn en el infinite :
U - U para 0 < 4> < n + 0 '
0 0 0
para < 2 k
l im * ( —-  -  jk v)  = 0 ; v = |
d) la condiciôn de u finita y continua por doquier, incluido 
el borde:
lim I .g ra d  u — ► 0 
$ - »  0
Con estas condiciones, Sommerfeld considéra que la solu­
ciôn exacta debe tener una periodicidad de 4» y que debe ser su- 
perposiciôn de dos funciones, forraalmente iguales, de a y de *.
La variable ♦ es la diferencia o suma de 4^ y 4^ para la primera 
o la segunda de dichas funciones respectivamente; es decir.
U = U(s.l | lJ ♦ U(s.qi^)  ; = <!>,♦ 0^ ( 3 . 2 6 )
La superposiciôn sera diferencia (suma) cuando se trate 
la polarizaciôn eléctrica (magnética), en cuyo caso u represen- 
tarâ el campo E^(ll^) total.
La expresiôn de U(s,4), deducida por Sommerfeld [8] y 
(121, es :
"/ «xpi-j Y  
##
Uls.ii») = u Is.ip) — -  I exp( -J — t ^ )  dt  (3.2 7)
0 /2
donde r esta ligada a 4 mediante:
r s 2 CO*(%|l/ 2 )
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y u^(s,4) se deduce de (3 .25), que incluye ahora las dos solucio- 
nes (3 .26).
La integral que aparece en (3.27) es la conocida intégral 
de Fresnel, Ip, que puede transformarse en:
I = f cos( —  sen( —  t^ïdl ♦ f expt-j—  Idt
F J, 2 J, 2 2
en la que, los dos priraeros sumandos -coseno y seno-, son (22]:
C{0) = S(0) =0; C(«) = S(-) = 1/2
por lo tanto.
/2 J, 2
que introducida en (3.27) conduce a:
U = u^(s,i)i_)exp(jn/4)yexpl-jyt^ldtj ♦
y « x p ( - j y  t^ldtj
(3 .28)
0
correspondiendo la diferencia (suma) a la polarizaciôn eléctrica 
(magnética).
111.2 .3 .2 .2 .- Desarrollo asintôtico de Keller
Se ha visto anteriormente que la integral de Fresnel 
tiende a (1+j)/2 cuando r tiende a infinito, por consiguiente, 
para valores suficientemente elevados de r, podrâ considerarse 
igual a este valor mas un término correctivo de la forma :
ha*
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Limitando esta serie al primer término, A , se tendra:
I:0 2 /2  '
siendo e=^l segûn sea r < 0 .  Keller elige el valor de A^ a partir 
de los desarrollos asintôticos del coseno y seno intégrales (22] 
con lo que;
j« x p ( - i^r 2)
^
En consecuencia, el desarrollo asintôtico del que parte 
Keller es:
f: *xpl-jH/4) *xp(-jK/2l*xp(-j— r ) «xp(-j-t2ldt= E  — -------------------------    (3.29)2 / 2  irr
Ahora bien, al sustituir (3.29) en (3.28) los dos térmi 
nos procédantes del
CXp(-jn/2) *xp(-j yr^)
n r
se transforman, teniendo en cuenta la definiciôn de r :
j - y — ^1^)1 A*xp[j{ks cosvj)-— - 2ks cos^  y  )1
/ I ï ï r  2 l/2nks COS
A*xp(-jKM) A*xp(-jïï/4)
  ----  q-expljks(cos4»-2cos    ^«xp(-jksj
2\/TnkSC0Sy 2 /2 ltk S  COSy
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con lo que se obtiens finalmente:
 ^ expl-jks)expl-jn/4) / 1 _ 1 \
t ï ï ; \ c o s  M ü '
2 2 •
2 / 7
(3.30)
donde, como siempre, el doble signo + hace referencia respectiva­
mente al caso del campo eléctrico y magnético.
Si, para abreviar, se désigna por al primer paréntesis 
cuadrado de (3.30), por u^, al segundo y por u^, al tercero, el 
campo total en un punto de coordenadas (s ,4^) vendra dado por:
U  =  U. +  U  ♦ U .
Vearaos esquemâticamente cômo evolucionan estos campos al 
variar 4^ desde 0 a 2» y barrer de este modo las très regiones 
de la figura III.7.
Region I . (Comprendida entre el semiplano conductor y el 1^ 
mite de reflexion) .
< K/2
r.
E_
f* > 0
= 1
u, = U q (s . U y = $ U Q ( s . 0 Q +  Oig); Uj =  Uj ♦
Region II. (Comprendida entre los limites de reflexion y 
sombra).
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( % -  2 < ïï/2 < (0Q+ <t>^)/2
r > 0 > r.
1 = - E.
"i = %(:. = 0 U„ = Uj
Region III. (Comprendida entre el limite de sombra y el se­
miplano conductor).
n/2 < (0Q- %)(2 < (0 0 + 0g)/2
0 > r. >
1 = E_ = - E*
u, = 0 ; u , = 0 ;
Se observa pues que, en la primera region, donde existen 
los rayos incidente, reflejado y difractado, los campos u^, u^ y 
u j tienen valores, en general, no nulos ; en la segunda, donde de^  
saparece el reflejado, se anula u^ y en la tercera, donde desap^ 
rece también el incidente, se anula u^, perraaneciendo ûnicamente
"d-
Keller asocia pues el campo uj^  al rayo incidente, u al 
reflejado y
exp(-jks)exp(-jir/4) / 1 1
r)2/7ïïr.
2 2
al nuevo rayo difractado.
(3-30) expresa el campo difractado en cualquier punto co­
mo superposiciôn de très campos bien dcterminados, asociados res
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pectivamente a los très rayos mencionados segûn los conceptos de 
optica de rayos introducida por Keller.
Antes de terminar este apartado hay que subrayar que la 
aproximaciôn asintôtica de Keller presupone que r es "suficien- 
temente elevado". Sin embargo, como r es proporcional a y a 
COS (4/2 ), ello équivale a situar el punto de observaciôn a "sufi^ 
ciente" distancia del borde (s elevado), pero también a suponer 
que COS (4/2) es suficientemente lejano de cero. Como cos (4/2) 
se anula en los limites de reflexiôn y sombra (donde (3.31) se 
hace singular), la expresiôn obtenida no sera valida en esos li­
mites, ni tampoco en sus proximidades.
Esta circunstancia va a exigir una teoria complementaria 
-la UTD- que permita superar esta dificultad.
III.2.3 .3.- Coeficiente de difracciôn de la GTD para el borde 
de un semiplano conductor.
Comparando u^ de (3.31), deducido a partir de la soluciôn 
de Sommerfeld, con el campo difractado (3.20), determinado a par^ 
tir de los principios de Keller, se obtiene;
donde el coeficiente de difracciôn D aparece como una siraplifi- 
caciôn, en este caso, de la matriz de dif racciôn ((D)).
Ahora bien, de (3-21) se deduce que, en el caso tratado, 
por ser planas las ondas incidentes (p^=«) y el borde, recto
(»„=•)
9 = -
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con lo que
lim.,  . / I T I  = -1 .
w V  s(s*9) {*9
y los coeficientes de difracciôn son :
«xp(-jn/4)/
O e .h = -----
I -  ' \
2/2 nk \cos
correspondiendo el signo - ( + ) al campo F.(M).
En 1 o sucesivo, siguiendo la notaci on de Knuynum.iiam, es­
tos coeficientes se designaran respectivamente por (soft) y 
(hard).
En el caso de que la onda incida oblicuamente sobre el 
borde, formando con el un ângulo 8^ , Keller obtuvo la expresiôn
txp(-jn/(l 
“,.h  ---------------
2/ 211k senpoNcos -^ "-2- cos
generalizaciôn de la anterior.
Asimismo, si el horde fuera curvo en lugar de recto (29 
postulado de Keller) y la onda incidente no fuera plana, el cam 
po difractado seria, recordando (3-20);
“d = a d  — - cxp(-jks) (3.34)
' Y sls+p)
donde Dj, }, vienen dados por (3.33) y la distancia càustica P de 
be calcularse a partir de (3.21), en la que i ntervi enen las rur 
vaturas del borde y de la onda incidente en é l .
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III .2 .3 .4 .- CoeFicienbea de cliFraccion para el borde rect-o de un» 
cufla.
El problema de la curia Formada por la inbersecciôn de dos 
seniplanos conductores es, evidentemente, una genera]izacion del 
caso anteriormente tratado.
La caracteristica geométrica de la curia es el ângulo v que 
Forman los pianos, medido por la parte "maciza” de 1 a misma. Sin 
embargo^ es usual caracterizarla por otro parâmetro £  deFinido por :
V = { 2 - n ) K
Teniendo en cuenta la Figura 111.8, esta claro que n» es 
el ângulo que Fonnan los dos semiplanos por su parte exterior.
V = (2-n) 71
nil
Fig. 111.8.- Proyeccion de los rayos incidente y diFractado 
sobre un piano perpendicular al borde de la cufia
La deducciôn del campo diFractado en la cuMa Fué desarro- 
llada por Keller, a partir de la soluciôn exacta de Mac Donald 
[l3l* El método seguido Fué anâlogo al descrito en los apartadns 
anteriores y, en consecuencia, los coeFicientes de diFracciôn de 
duc idos:
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CXp(-jTt/â)s«n~ / 1 1 \
n \/2 Kk sen P-\ c o s -î-- cos cos —  - cos
 ^ n n n n
son también invâlidos, como puede observarse, en las proximidades 
de los limites de reflexion y sombra.
Es évidente que esta expresiôn se reduce a la ( 3 3 3 )  cuan 
do n=2, resultado que pone en evidencia que el caso del semipla­
no es uno particular de cuMa, el correspondiente a v= 0 .
No se ha creido conveniente détailar aqui ese désarroi 1o 
debido a la analogia mencionada; por otra parte, mis adelante, 
al tratar la cuna con la UTD, se considerarâ dicho caso con sufi_ 
ciente extensiôn.
111.2.3.5- Matriz de difracciôn electromagnetics e n y a  GTD
En (3*20) se viô que el campo difractado viene caracteri- 
zado en general, por un vecto E^ que, salvo funciones escalares, 
es el transformado del vector campo incidente a través de la 
matriz de difracciôn ((D)) .
En el caso tratado, dicha matriz se simplifica en el coe 
ficiente de difracciôn Dg (D^) cuando el campo eléctrico E (mag 
nético II), es paralelo al borde.
Cuando la polarizaciôn transportada por la onda plana pre 
senta una direcciôn cualquiera respecte al borde, debe conside­
rarse la matriz ((D)).
Keller, a partir de la soluciôn de Jones (l4l al proble­
ma de la difracciôn de una onda plana de polarizaciôn arbitra- 
ria que incida sobre el borde de un semiplano conductor, ohtie- 
ne una matriz de difracciôn de orden 3x3, expresando los campos
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en una base formada pur los vectores tangente, normal y binorma! 
al borde [1].
Tampoco aqui se désarroilarâ este proceso, puesto que al 
tratar esta misma cuestiôn con la UTD se deducirâ con detalle una 
matriz de transformacion, diagonal de orden 2x2, cuyos elementos 
son directamente los coeficientes de difracciôn Dg y D ^ .
Como conclusiôn de este apartado TTI.2, donde se ban reco- 
gido las lineas fondamentales de la GTD de Keller, se van a seMa- 
lar las principales caracterlsticas de los coeficientes de djfrac_ 
ciôn Dg y D^.
19) Dependen de las direcciones de incidencia y difracciôn, 
de la longitud de onda y de las caracterlsticas geomé- 
tricas del borde en el punto de difracciôn.
29) Son vâlidos para cualquier tipo de iluminaciôn.
39) Son vâlidos tanto para bordes curvos como para rectos.
49) Son invâlidos en las proximidades de los limites de
reflexiôn y sombra.
59) Son invâlidos en los extremos del borde.
69) Son invâlidos también en las câusticas*
La superaciôn de la invalidez 49) se tratarâ, a continua­
ciôn, en el capitulo IV , donde se desarrolla la Teoria Uni for­
me de la Di fracciôn.
Por otra parte, en el capitulo V, se describirân môbodos 
para resolver las dificultades 5^) y 69).
CAPITULO IV
TEORIA GEOMETRICA UNIFORME DE LA DIFRACCION
Segûn se ha indicado anteriormente, la soluciôn GTD, al 
problema de difracciôn en cuna conductors, carece de validez en 
los limites de reflexiôn y sombra.
La soluciôn corrects de alta frecuencia, para el campo to 
tal, debe ser continua en dichos limites, de modo que el campo 
difractado correcto debe compenser las discontinuidades del cam­
po de ôptica geométrica que aparecen en ellos.
La teoria geométrica uniforme de la difracciôn ("Uniform 
Theory of Diffraction", UTD) ha sido desarrollada por Kouyoum- 
jiam y otros autores Îi8], [19] con este fin.
En este capitulo nos limitaremos a describir con al gûn 
detalle la soluciôn que dicha teoria da al problema de la difra£ 
ciôn en una cuna recta. Las conclusiones extraidas de este pro­
blema pueden extenderse a un borde curvo.
En la cuna recta, la soluciôn UTD, fundamentada en el 
desarrollo asintôtico de Pauli-Clemmow [lSl> [l6l, contiens re­
sultados concordantes con los obtenidos mediante la teoria es- 
pectral de Mittra y Rahmat-Samii [23], [241 para el semiplano o 
las soluciones canônicas de la cufta [iSl, [25].
Ademâs, cuando la curta se simplifica en un semiplano 
(v=0), la soluciôn UTD se reduce a la soluciôn exacta de Sommer 
feld.
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Finalmente, hay que indicar que todo el desarrollo hecho en 
el apartado IIJ.2 salvo lo relativo a la determinaciôn de los coeFi- 
cientes de difracciôn, es vilido en la UTD. Por consiguiente, solo 
el parâgrafo III.2.3.2 y, en particular, el ITT.2.3.2.2 relativo 
al desarrollo asintôtico de Keller deberân ser sustituidos.
IV.l.- ESTRUCTURAS DE LA MATRIZ DE DIFRACCION EMPLEADA EN I.A 
UTD Y DEL CAMPO DIFRACTADO.
Es évidente que la elecciôn de referenciales para describir 
analiticamente los campos incidente y difractado sobre un borde 
détermina la estructura de la matriz de difracciôn ((D)) y, en co£ 
secuencia, influye en la simplificaciôn del problema.
Por consiguiente, parece lôgico que, antes de abordar el 
caso de la difracciôn en cuMa recta con la UTD, deban describirse 
los referenciales que se emplean en ella y que van a conducir, se 
gun se verâ a continuaciôn, a una matriz de transformaciôn de se­
gundo orden y diagonal.
En primer lugar, es évidente que los très vectores unita- 
rios fondamentales del problema de difracciôn tratado son los co 
rrespondientes : al rayo incidente s', a la tangente al borde, t 
y al rayo difractado s. Los dos primeros determinan el piano de 
incidencia ligado al borde y, los dos ûltimos, el de difracciôn, 
verificândose ademâs:
VÂ = I . t = sen P g  (4.1)
en virtud de la ya mencionada condiciôn de adaptaciôn de fase en 
el borde.
Ademâs, si la tangente al borde se considéra como eje po­
lar, estos dos pianos son azimutales, por lo que quedarân deter-
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minados por sus respectives azimuts y tal como se represents
en la figura I V .1.
Fig. IV.1 - Proyeccion del rayo incidente fs')^, del rayo d^
fractado (s)^, de los limites de sombra LS y de 
reflexion LR, y de las tangentes a las superficies 
que forman la cufSa, A y B, sobre un piano perpen­
dicular al borde t.
Las normales unitarias podrân definirse mediante:
donde la soluciôn particular s=s* que conduce a la coincidencia 
de ambos pianos, détermina, sin embargo, dos normales opuestas.
Finalmente, para completar ambos referenciales, se utili- 
zaran las expresiones:
P; = * » %  : 9, = * «  *0 (4.3)
que determinan los dos vectores unitarios 8^ y 6^, para]elos a 
los pianos de incidencia y difracciôn ligados al borde, respecti 
varoente.
En la figura IV.2 , en la que se representan ambos trie 
dros de referencia, el borde es la recta de direcciôn t.
- $8 -
0%
P'o
Fig. IV.2 - Pianos de incidencia y difracciôn liga^ 
dos al borde y triedros asociados a los 
rayos incidente y difractado.
En relacion a estos referencia les, los campos incideri 
'ractado E^ (respectivamen 
yos s ' y s) podrân descomponerse en:
te E^ y difrac Ê te perpendiculares a los ra-
.d s d -r
(4.4)
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En estas condiciones, la expresiôn (3.20) puede transforma^ 
se en otra mas sencilla, en la que la matriz genérica ((D)) se sim­
plif ique en otra diagonal.
En efecto, las componentes de los campos, paralelas al bo£ 
de (z=t), serân;
(3^  (4.5)
(puesto que de (4.2) se deduce inmediatamente t.?^=0 y de (4.1) 
y (4 .3 ) : t.6'= sen B ) y, anâlogamente:
e J = - Ep^s.n (4.6)
Por otro lado, teniendo en cuenta:
H = Yç 5 X Ê
donde = /c/w , se deduce Fâcilmente que:
d .. _d
0
Ahora bien, suponiendo que el campo E(H) tenga polariza­
ciôn paralela al borde, (3.20) se simplifica en:
[ d» 4
A( S ) (4.8)
siendo D^( ) los coeficientes de difracciôn escalares correspori
dientes al caso en que el campo total tenga polarizaciôn Ê(H) pai 
ralela al borde y
A (s
"Y s(9*$)
(4.9)
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Finalmente, sustituyendo (4.5), (4.6) y (4.7) en (4.8),
se obtiene:
r  1 A( s) e")*** (4 . 10)
^ ^ 0 \\ 0 -D^//
designando en lo sucesivo por ((D)) a la matriz de difracciôn que
aparece en la expresiôn anterior.
De ( 4 .10) puede deducirse inmediatamente otra expresiôn de 
use frecuente:
Ëj = D E j A U l e - ' " '
donde D es el coef iciente de difracciôn diâdico:
S = - i p ;
En consecuencia, cuando una onda electromagnetica incide 
sobre una cuna, la polarizaciôn del campo difractado es funciôn 
de la del incidente a través de los coeficientes de difracciôn 
Dg y Dj^  deducidos para y H^, considerando los referencia les 
anteriormente definidos.
IV.2.- COEFICIENTES DE DIFRACCION UNIFORMES PARA EL BORDE RFC 
TO DE UNA CUNA DE CARAS PLANAS.
En este apartado se expondrâ un desarrollo maternâtico pa­
ra determinar el campo electromagnetico en un punto del espacio 
en presencia de una cuna formada por la intersecciôn de dos ca- 
ras planas, diferente del empleado por Keller.
El desarrollo, debido a Kouyoumjiam y colaboradores [l8 ] 
y (19I, es asimismo asintôtico y conducirâ a unos coeficientes
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de difr.TcciiSn D y D, que serân uniformemente vâlidos en toda la s h
region exterior de la cuna, incluidos los limites de sombra y re­
flexion y sus proximidades. Por esta razon, dichos coeficientes se 
1lamarân uniformes.
Para deducir Dg ( )  se considerarâ el problema canônico de 
la difracciôn en cuna en el caso de que la onda incidente sea p l ^  
na y transporte un campo con polarizaciôn eléctrica (o magnética) 
paralela al borde de la cuna.
IV.2.1.- ONDA PLANA INCIDENTE CON POLARIZACION ELECTRICA PARALELA 
AL BORDE DE UNA CUNA.
El problema canônico es équivalente al generado por una co- 
rriente que se desplaza a lo largo de una recta paralela al borde, 
a una distancia s* del mismo y determinando un azimut *^ (véaseel 
referencial descrito a continuaciôn), respecto a una de las caras 
de la cuna. Si se asocia una onda plana a dicha corriente, la s ’ 
correspondiente deberâ ser infinita.
En este estudio se elegirâ, como eje z , el borde recto de 
la cufia y, como eje x, uno situado sobre uno de los pianos que la 
forman. En estas condiciones, las caras de la curia quedarân deter^ 
minadas por los dos ângulos azimutales *^=0 y *^=nx . En la figu­
ra IV. 3 se représenta esta situaciôn, en la que el ângulo diedro iri 
terno de la cufia serâ:
V = ( 2 - n ) n
El campo eléctrico asociado a la onda incidente, del pro­
blema considcrado, es paralelo al borde, por lo que, el campo eléc^ 
trico total, solo tendra componente z y el problema tendrâ carâc- 
ter bidimensional.
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CuTSa
Fig. I V .3 - Referencial elegido para el estudio de li 
cuna .
En estas condiciones, dicho campo E^, es soluciôn de la 
ecuaciôn de ondas escalar, en un medio homogéneo e isôtropo y en 
la regiôn libre de fuentes:
= 0
que, en coordenadas cilindricas y teniendo en cuenta que E^ es
independiente de z, se escribe:
f l è / d x  1 gl
L T T 7 ( ’ I 7 ) *
(4.11)
para resolver esta ecuaciôn puede intentarse el método de sepa- 
raciôn de variables, buscando una soluciôn de la forma:
N=0
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Esfc.-i Pune ion del punto P(*^,s) y del manantial sera
solucion dc (4.11) y deberâ verlFicar las condiciones:
19) E^ = 0 sobre las caras de la curia (*^=0 y *g=n ) ;
29) E^ debe ser finite en s=0 y en s=* ;
3-) debe ser continue en s=s' y
4-) Sobre el elemento de corriente, debe verificarse la condi- 
cion limite:
(ens.s.)
siendo 11^  y II les valores de la componente ♦ del campo 
♦ 4
magnético en s=s' + A y s=s' - A (A es un incremento muy 
pequeno) y  ^ la densidad de corriente a lo largo del fi- 
lamento que actua como manantial.
En estas condiciones, sustituyendo (4.12) en (4.11) se de- 
ducen las siguientes ecuaciones:
S ( S — - N . ) + l ( k s ) ^ - V ^ ] R  = 0
d s  ' d s '
(4-13)
que pucden resolverse independientemente.
La primera de ellas es una ecuaciôn de Bessel cuya solu­
cion,si debe verificar la 2?) condicion, tendra la forma:
(2)
R^( s . s') = ( k s) Hy(ks*j para s < s'
(3
Rj^ ( s. s’) = b|^  Jy(ks’) H^( k s ) para s > s'
— 6 4 “
donde J^ es la funcion de Bessel de primera especie de orden v y 
( 2 )
11^  , la funcion de Hankel de segunda especie de orden v.
En cuanto a la segunda, la solucion sera del tipo:
'4 .' S'
Si se impoiie la 1^) condici on queda detcrminada la cons­
tante
V n  = N n / f o
que sera el correspondiente orden v de las funciones de Bessel y 
llankel anteriormente mencionadas.
Sustituyendo (4.(3) Y (4.14) en (4 . ) | ), se obtiene:
N=0
•• N  . ( 61
E* =y^[b J Iks’lH^ i^ l^ks )11a s«nV senv O') para s > s' 
z /-». ^ '^ N N 0 N o
N = 0
que verifica la condicion 3-) de continuidad
E" = E* en s = s' z z
en virtud de la simetrla formal entre s y s'.
La determinaciôn de las constantes y b^ puede hacerse 
de la siguiente manera.
En primer lugar, teniendo en cuenta la ecuaciôn de Max­
well: 7xÊ=-j«M(l, la condicion 4-) équivale a;
1 / àEl à E l
para s = s
y, t.enicndo en ruent,a ( 4 . 16 ) , e 1 primer miembro se transforma 
en :
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senv 0  »«nv «"Kj (ks')H* ’^(k 5 ')-J ’ (k»')H®(k*')l
j W M  " « N ■> V n  *N Vn
pero, el segiindo pareiitesis cuadrado es el wronskiano de T as fun­
ciones de Bessel, que es jgua] a 2/.j»ks', con lo que
"N*o » "  '"N ""Ô \  P»'» * = *• (4.17)
^ N = 0
Ahora bien, el sumatorio de la formula anterior esta ex- 
tendido desde N=0 a N = * , por lo que es pues una serie de Fourier 
y la constante A^ podra determi narse mediante la .siguiente norma- 
lizaciôn:
r %  f %  i|i
A„j«nv^<l>,s€nv„<t);dOo = * J s . n  = 1
con lo que el sumatorio équivale a:
; l]^ s tn v ^ < t> ^ ..n v „ 0 ;  = 6 l 0 „ - 0 ; )
® N = 0
siendo 6(4 -4') la funciôn de Dirac, igual a 1 para 4 =4' V  O na 
o o o o —
Por otra parte, si I es la corriente del fi lamente, para 
s=s' se verificarâ:
En consecuencia, de (4 .17) se deducirâ final mente :
ÜJJiïï ,
b =----- —  I ( 4 . 1 8 )
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Si, cri estas conrl iciories, se situa el filamento a gran ri is 
tancia del borde (s < s '), la onda incidente pasa a ser plana y pue 
de emplearse la expresion asintôtica de
Entonces, la primera de (4 .16) se transforma en
^  <4 . .9)
Por otra parte, puede demostrarse que el campo eléctrico 
creado por una onda plana incidente en un punto P(s,4^jl viene djj 
do por [20]
e ' = J Z Î L  ,-jks'l jkscos(4^-0^)
* L 4 ’  nks* J
donde el paréntesis cuadrado, amplitud E^ de dicho campo, coin­
cide con el que aparece en (4.19); en consecuencia (4.19) se sim 
plifica en:
^kslsenv^cb^senv^o; (4 .20)E =
NaO ^
donde e es el numéro de Newman : igual a ! para v =0 e igual a
'*N ^
2 para v ^  > 0.
IV.2.2.- EXPRESION INTEGRAL DEL CAMPO DIFRACTAPO
La expresion (4 .20) puede utilizarse en câlculo numérico 
para dete:minar el campo total E^; sin embargo, la convergenria 
de la serie del paréntesis cuadrado es muy 1 enta para valores 
elevados de l^, por lo que es convenient.e dcducir otra formula-
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ciôn mas prâctica.
Para e 1 lo ob.sérvese, en primer lugar, que (4.201 admite una 
descomposiciôn del tipo:
I = I_- I*
donde, por simplificacion, se ha sustituido por I.
En efecto, el producto de senos équivale a la diferencia 
de cosenos, con lo que :
siendo
;  o;
y en la que, para simplificar el désarroi!o, se ha supuesto que
Eo=l.
Sustituyendo J^^(ks) por su Forma integral (21]:
j (k,i =-L ”"0 .iVN0d0
N 2TtJ^
donde el contorno de integracion c es el de la figura TV.4 , se 
obtiene:
J = —  / 0 0 . ( 0 ) 0 0
2 %  Je *
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-I------e-
37t
2
Fig. IV.4.- Contorno de integracion c, en el piano comple.io 8
Ahora bien, con el cambio de variable 
5 = 0  ♦ Jt/ 2
G-(6) se transforma en:
^  * 2 2 . < ' ' n 5c osV n«| Ij)
N = 1
Si, a continuaciôn, se hace el nuevo cambio de variable
p = . ' " 5 / ' f o
y recordando que
v „  = Nn/<|io
se obtiene:
P ) = "(T ( ' ♦ 2 ^  p ^ c o s N k . )
siendo
N = 1
Pero de [26] se deduce que, para |p| < !:
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. * 2 ^ p ' c . . N K , =  ( 4 . ^ 0
N  S 1 ♦
y teniendo en cuenta que ♦ =n*, se obtiene finalmente;
i.(|) = L (  _ _ _ \
♦ n \ c o s i | i _ / n  -  c o s ^ / n  j
Conocida esta funcion, puede expresarse la integral I- de 
la siguiente manera:
, j k * c o 8 ^  sen 1
2 7 l j n  I cos - L  -  cos - î t i  
,  n n
- K
(4 .22)
Observese que el contorno de esta integral -en el piano Ç- esta 
definido por el senalado en la figura TV.5.a).
n-  JT
a)
Fig. IV.5. - Contornos en el piano complejo Ç
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Ahora bien, como esta integral esta definida en el campo com 
plejo: C  ^+j C 2, de modo que:
Pero la integracion a lo largo del contorno indicado en la figura 
IV.5.a) verifica Cg = Im(c) > 0, de donde se deduce que |p| < 1 y, 
por lo tanto, son validos, no solo la suma efectuada en (4«2l), si^  
no también la expresion (4.22) deducida a partir de (4*21 ).
En estas condiciones, la determinaciôn de las a lo largo 
de un contorno que elude los polos de (4.22), exige la aplicaciôn 
del teorema de los residuos de Cauchy.
Para ello obsérvese, en primer lugar, que los polos de 
(4.22), de primer orden, se sitûan a lo largo del eje real del pl^ 
no C, en los puntos definidos por
I = 2nnN ±
siendo
N = O.il, ±2,..
Ademas, en relaciôn con los limites de integracion
' = ■ 1  • / J—  -ïï
Pero es posible limitar el campo de variacion de Ç a : 0 < real 
(ç)< » lo que équivale a tomar como contorno de integracion el 
representado en la figura IV.5.b) . Eso exige cambiar de signe 
los limites de integracion y ç por -Ç en el integrando de la se 
gunda integral, con lo que (4.22) se transforma en:
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* 7T
jkscosÇ s 
* sen —
donde A- represents la contribueion de los residuos en los polos 
comprendidos entre 0 y n .
Puede demostrarse que el valor de dichos residuos [il] es
^  ^jkscos ( i|>. ♦ 2jlnN.) (4 .23)
N_
+
tomando N- los valores enteros (incluido el cero) positives o ne­
gatives que verifican:
I l|;_ + 2nn N_| <71 
+
Por consiguiente, teniendo en cuenta la descomposiciôn inj^ 
cial I = I_ - , el campo total podrâ ponerse en la forma:
Ej = u. -u, +{uj, -u^)
siendo
Uj = (4. 24)
u Y =
j"*7T
" 2 " ) "  / c o s i  . cosÜS.
n
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La contribuciôn de los campos incidente y reflejado serân 
los sumandos y -u^ procedentes del calcule de residuos (4.23), 
mientras que la del campo difractado sera la debida a la superpos^ 
ciôn de los u^ y -u^ de la tercera expresiôn de (4.24).
IV.2.3.- DLSARROLLO ASINTOTICO DEL CAMPO DIFRACTADO
Las expresiones (4.20) y (4.24) no ban exigido ninguna 
aproximaciôn, por lo tanto, son fôrmulas que dan el valor teôrico 
exacte del campo E^. En realidad la tercera de (4.24) es unatran^
formaciôn de (4.20) que présenta la misma dificultad que esta; su
lenta convergencia. Sin embargo, el nuevo formalisme va a facili-
tar la obtenciôn de una expresiôn asintôtica mucho mas apta para
el câlculo numérico.
Para llegar a ese desarrollo asintôtico sera necesario ha- 
cer algunas modificaciones.
En primer lugar, si en la tercera de (4.24) se introduce 
el cambio de variable :
l' = I - n
se obtiene;
j"
-jkscos^' '^+Tt
sen —' 
 ____________n
IT Ü> T
COS — —  - CCS — * '
En segundo lugar, aplicando la identidad:
, . , . 2 sen 2x
cot ( X 4-y) ♦ cot 1 X - y) = --- --------——
C C S  2y - C C S  2x
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la expresion anterior se transforma en:
f ( (P;) + f (-V;)
siendo
jn J . 2 n
“J-
Finalmente, la determinaciôn de esta integral se va a rea- 
lizar siguiendo el método de Pauli-Clemmow [15], (16], que consi^
te en calcularla recorriendo el contorno, con puntos extremes en 
el infinite, a lo largo del cual el integrando varia mas râpida- 
mente .
Una censideracion previa es la de que la propagacion en el 
medio que rodea la cuna se haga sin pérdidas, es decir, que k sea 
real. En estas condiciones, el problems se reduce a calcular una 
integral del tipo:
en la que h(t') y g(C') son funciones regulares de la variable 
compleja C '.
Por lo tanto, el término exponencial de (4.25) sera :
^-jkcos^' _ ^-k5sen|',sh§2 ^ -JkscosÇ', ch ^ 2
cuya fase deberâ mantencrse constante a lo largo de la via de iri 
tegraciôn definida entonces por:
C O S  5 ' j C h  1*2 = e t c
senÇ'jSh|"2 ^ ° [4.26)
- 74 -
que conduce a caminos de maxima variacion de la amplitud de
(4.27)
Como I cos C11 < 1 y jch | I , la unica posibilidad de
que se verifique la primera de (4.26) es que el camino r que deFj^
nen diclias expresiones, corte a los ejes en el origen Ç^(0,0),con 
lo que el valor de dicha constante sera necesariamente la unidad.
Ademas, a lo largo de r, y en virtud de la segunda de
(4 .26), (4 .27) debe tender a cero cuando ks sea elevado.
Por lo tanto, la mayor contribucion a la integral conside- 
rada, se obtendrâ en las proximidades del origen; puede pues ha­
cerse razonablemente la aproximaciôn de limitar la integraciôn a 
esa regiôn. El origen es un punto de silla de la funciôn de las 
dos variables C| ^  ^2 [partes real e imaginaria de C '), puesto 
que la derivada g'(ç^) es nula en él sin que dicho punto sea mi- 
ximo ni mxnimo.
Ahora bien, el integrando de (4 .25), correspondiente a 
f(*_), puede ponerse de la forma:
d w =
j la(4>+) -2 ]
donde:
g  g') =
A-(g') = j [a(l|i-l - 2 s«n^— 1 cot ------ ÎÎa) (4 .28)
2, 2nnN-kp_. 
= 2 COS y ---------  j
2
Puede demostrarse [il] que liaciendo el cambio
7S
I [ L
" V  j **" 2
el camino tie maxima pendiente del piano Ç' se transforma en el e je 
real del piano complejo C, con lo que los limites de integracion 
sobre ç serân ® . Entonces, en las proximidades del punto de si
lia se verifican:
a 0 ;  ^s 0 ; sen ^  s: - L  y = 2j^^
en consecuencia, haciendo las operaciones necesarias, se demues- 
tra fâcilmente que el conjunto (4 -28) se simplifies en e l ;
A . l g ' I d g '   a j / z T  m | i | , . ) c o l ( ! L ! & ) d g
' 2n '
0 V  7
j ( *(4^^ ) " 2 sen ] ---► J + j a (ip-)
Las expresiones anteriores transforman fg(ç') en f t ) y
A (Ç') en A_(ç), habiendo tomado para A_(ç) el primer término de 
+ + +
su désarroilo en serie de Taylor alrededor del punto de silla 
C=0, y las funciones f(t^) de (4.25) se transforman en;
f 14,.) = . I* AKn ' 2n ' / * ja(lp_)
Pero la integral que aparece en la expresion anterior es 
igual a [ill, [151 :
/ n  "
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donde ^ ( x )  es la integral de Fresnel:
5f(x) = f dx
con lo que:
* 2n/n
Finalmente, introduciendo en ella la funcion de transiciôn 
de Kouyoumj ian [191 :
Fix) = ZifT »'* I dT (4 .30)
se obtiene:
f =   - ■ •cot (---!!!L\Flksalvprll— =r- (4-3l)
2n/2lür ' 2n ' /$
Las funciones f(-*_) se obtienen de manera analoga, susti- 
+
tuyendo -recuerdese (4.25)- por-*_ , siendo ahora el punto de 
silla
L  = - 2 7 1
Con estos resultados, de (4.24) se deduce que la componen­
te u^ - u^, campo difractado, en el caso de polarizacion electri- 
ca paralela al borde es:
-jîl/A
Ed
= - -1— \ col ( —  ) F[k»a*tip_)l + coif —  ^F[ksa"((|i_)] -
2n/2nk ( 2n 2n
 ^Flksa*(i|l^ )l- col — ) Flksa-(4|^ )11
(4.32)
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donde el significado de los superindices que aparecen en l a funciôn
a ( ) se explicara mas adelante.
+
IV. 2.4.- COEF tCJ ENTES DE DlFRACCJüN Dg PARA UNA ONDA PI.ANA OUR IN- 
CIDE NOKMAl.MENTE AL BORDE.
Si se aplica (3*2l) al caso de una onda plana (p ^ = 0 )  y de 
un borde recto ( P n = 0 ) ,  la distancia câustica p se liace infinita y
I 9 1
i m -----  = -=■
jVs(s+ç) f%
Por otra parte, Ë^(0)=i, con lo que comparando (4.32) y 
(3.20) se deduce :
D = * - |cot(-- ^ )F[ksa^ (i|>-)]-»-cot(- -^~)F[ksa“(<ii,)]-
2 n/2 71 k ( ' 2n ' ' 2 n
(4.33)
col (-- — ) Flksa*((p+)]-colf — ) F[ksa"
' 2n ' ' 2 n '
= 1 + COS (2n7lN- - = 2cos^^? " - — — ( 4.34)
donde los superindices de la Funciôn a(*_) van asociados a los
+
del entero Ni.
En estas condiciones, se puede describir el comportamien 
to de la cuna sobre el campo en las proximidades de los limites 
de sombra y reflexiôn correspondientes a ambas caras, desde el 
punto de vista de la UTD. En esa descripciôn se analizarâ el sig 
iiificado de cada uno de los térmi nos que aparecen en (4.33) y en
(4.34).
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Para ello, supongase una cuna como la de la figura IV.6 , 
donde, como siempre, las caras que la Forman quedan definidas por 
los ângulos *Q=0 y *g=n*.
La prolongaciôn de dichas caras en el espacio libre deter- 
minarâ en él très regiones: A, B y C, donde se va a considerar 
sucesivamente el rayo incidente sobre el borde de la cuMa que que- 
darâ definido por el correspondiente
En la zona A, los unicos limites posibles son los de reflg
xiôn y sombra correspondientes a la cara 1 (*g=0), determinados
por los azimuts »-♦ ’ y + * ' respect ivamen te. 
o o
Para el primero, ( ) / 2n=0, con lo cual la cuarta cotan- 
gente de (4.33) se hace infinita y, por consiguiente, la funcion 
F correspondiente debe resolver esa singularidad.
Teniendo en cuenta que el argumente de dicha funciôn es: 
ksa“(v|)^) = ks ♦ cos(2nJlN"-
esa superposiciôn exige, como veremos a continuaciôn, la anula- 
ciôn de a"($^); es decir, que se verifique:
2nJîN“ -i|»^  =-71
Pero, en este caso, = #, con lo que el valor mejor de N"
que lo verifique sera
N" =0
Ahora bien, en las proximidades de este limite, el argu- 
mento de F(x) deberâ ser casi cero, por lo que podrâ apiicarse la 
forma simplif icada de F(x) para va lores pequenos de x:
F(x) = lôFI - 2x,'"''|.
- 7‘>
ZONA A
2 n 
2 n
» 0
s 0
1
‘'>\NN\\\\\\'S\\<'\N\'^
ZONA B ZONA C
♦  H l h ),I a A - : - 2 - ^  = 0
® ’ *  2n
0 1( l r ) ,1 5 |2f t- l ) l t -O i  ; -----—  = JT
® '  ® 2n
♦ ^ I Il r IjI = (Zn-I I JT -  :  —  = JT
2n
R*
2n
= 0
F i r . I V .  a . -  I I m i I Ho I ' o r i o x i o n  y som brn on un.i ru f ia
- S o ­
por otra parte, en dicha regiôn:
2 n n N" - = -n + E
siendo e > 0 (c< 0) en la regiôn iluminada (sombreada) del rayo re­
flejado; en consecuencia:
. - / I \ ksE^X = ksa a
cot
con lo que
cot /------F[ksa"(i|;^  )] = nl/Jïtks sig no{ e ) - 2ksE e (4-35)
' 2n '
siendo signo (e)=l, (-1) para e> 0 ,  (c<0).
Por lo tanto, la expresiôn (4.35), que es finita para 
E ♦ 0, sustituida en (4 .32) nos muestra que en las proximidades 
del limite el campo difractado es finito y discontinue. La discori 
tinuidad viene dada por el término en signo ( c ) de (4.35). Ademâ.«^ 
sobre el limite ôptico considerado, el campo total es continue.
En efecto: a un lado y otro del limite ôptico, e infinitamente pr£ 
ximo al mismo, el campo reflejado puede escribirse como:
U ^ — — —  ( 1 + si g no ( E
cuyo término discontinuo es: -  ^ signo (c).
El correspondiente término discontinuo del campo difracta­
do, résultante de sustituir (4.35) en (4.32) es ^ signo (c), que 
es igual y de signo contrario al término discontinuo del campo re^  
flcjado. Por lo tanto, el campo total :
i r d
"z " "z  ^ "z
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es continiio y Finit o sobre dicho limite, lo cual es una de las apo£
taciones de la UTD.
El mismo razonamiento hecho para este limite puede repetir- 
se para el segundo de la zona A y para los restantes de las zonas 
D y C. En la figura IV.6 > se recogen los valores de que defi- 
nen dichos limites y los que conducen a las singularidades de la
cotangente correspondiente a los mismos.
Sin embargo, sera interesante completar esa informacion con 
la de los valores ôptimos de N que anulan la respectiva a *(♦+):
(LR)^ - Limite de reflexion (1# cara).- 4- término.- N =0
( LR ) ^  - Limite de reflexion ( 2 ^ cara).- 3^ *^  término. - N^ = l
( LS)J - Limite de sombra (19 cara).- 2 9 término.- N~=0
( LS ) ^  - Limite de sombra (29 cara).- 1®*' término. - N^=0
Ilny que sulirayar que, siendo N"*" y N~ 1 os enteros nue mejor 
sati sf acen
2 nn N* - = K
* U . 3 6 )
2 n n N“ - =-n
N* puede tomar los va]ores 0 y 1, mi entras que M también puede v£ 
1er -1. Sin embargo, fâcilmente puede verse que sobre un limite de
sombra valen cero, salvo cuando dicho limite coincida con una fie
las caras de la cuna.
Por otra parte, la funciôn de transiciôn F(x) présenta las 
siguientes expresiones asintôticas:
F(x)= ( -  2 ^  ; X « 1
% , . 1 3 1 .15 1 7 5 1  ■ (4.371
F ( X 1 = 1+j —  - —  - J —— — ^ ♦ ——  - ■ ; 3 < X <10
2x 4 x^  8 x^  16 X*
F ( X ) 5: 1 ; para X >10
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Por consiguiente, cuando se esta lejos de los limites de so 
bra y reflexion (ksa*(*^) > 10), (4.33) se transforma en la ded
cida por Keller y que aparece en el apartado Til.2.3.4.
IV.2.5.- COEFICIENTE DE DIFRACCION D,, PARA UNA ONDA PLANA OUF TN- 
rjDE NORMALMENTE AL BORDE.
Si se considéra ahora un filamento lineal de corriente mag- 
nética paralela al borde de una cuna y se hacen consideraciones 
analogas a IV.2.1, pero para en lugar de E^ y con la condicion 
limite sobre las caras de la cuna:
E =0 ( o =0) en $ = 0 y <J>=nTC
s d n
1 1 âHj
E_ =
* jWE S
se obtiene una expresion para H^, dual de la (4 .16) donde habrâ 
que sustituir los sen por los cos 120].
Particularizando para el caso de onda plana, se deduce la 
siguiente expresion del campo total
27THo
' fo  n“ o "N "N
De modo anâlogo al désarroilo hecho en TV.2.2 se llegaria 
a un campo total:
H = U. +U +u' 4 U^.
Z I r d d
de la que se obtendria un campo difractado como el de (4.32); es 
decir un coeficiente de difracciôn Dj, :
° h  = 2nV2ïïk
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col(JLlÜL)F(k«*(yJl .
' 2n '
cot Flksa" ((|L)1 ♦
' 2 n '
cot ( Flksa*(4>^ )l 4
' 2n '
cot jF[ksa"(il;)l I
(4.38)
analoga a la (4.33), salvo que ahora todos los signos son +.
Evidentemente, cuando el campo se calcula lejos de los li­
mites de sombra y reflexiôn(F[ksa-(♦_)1 = I) este coeficiente se
+
transforma en el D. de Keller.
IV.2.6.- COEFICIENTES DE DIFRACCION PARA UNA ONDA PLANA CON TNCT- 
DENCIA OBLICUA AL BORDE DE LA CUNA. MATRIZ DE DIFRACCION.
Cuando una onda plana incide oblicuamente sobre el borde, 
formando el rayo incidente un ângulo B^ con la tangente al borde 
en el punto de contacte (Fig. III.5), da lugar a un campo inciden 
te, cuya componente z es (20]:
e '(h ') =
segùn sea la polarizaciôn considerada eléctrica (magnética). En 
esta expresiôn se ha tomado amplitud, unidad y fase nula en el 
punto de contacte (origen) y todas las restantes magnitudes tie- 
nen el significado dado hasta ahora.
El problema es analogo al resuelto para el caso de polari- 
zaciôn eléctrica paralela al borde, salvo que ahora habra que su^ 
tituir K por K sen B y multiplicar la expresiôn por
,-jkz cosPo
Por lo tanto, para calcular la componente z del campo difractado, ha­
brâ que sustituir el argunento x que aparece en la funciôn de transiciôn F(x_)
+
de (4.31) por
X _  =  k S a I (p_) s e n  P^
Aslmismo, en esa misna expresiôn habrâ que dividir por sen y susti­
tuir el factor exponencial por
^ . j k ( ç s e n p Q +  z c o s  p g )  _  ^ - j k s
con lo que quedarâ como expresiôn general de los coeficientes de difracciôn 
escalares Dg y , vâlida para cualquier ângulo de incidencia 6^ de la onda 
plana :
siendo
h =   cot Ft kLa*(i|> + )l
2nY2ltk senPg ' 2n
h(-il>+) = ----- —   cot (   ) F Ik La"((p+ )]
2 2 l t k  s e n p Q  2 n
El parametro de distancia L (tiene dimensiones de longitud) serâ co- 
mentado mas extensamente en el siguiente apartado. En el caso de onda plana, 
vale como se acaba de indicar:
L  =  s s e n  P  (4 .40)
> s  -
Los coef icientes y 1)^ determinados por (4.39) corresponden a los el^
mentos de la matriz de difracciôn definida en (4.10) que transforma el campo iri
cidente (E^, , E^,) en el difractado (E^ , E^ ).
o o o o
Lejos de los limites ôpticos (F(x) = 1), la soluciôn anterior se reduce 
a la dada f>or Keller como puede verse comparando (4.39) con la expresiôn dedu­
cida en el apartado III.2.3.4.
El campo difractado se comporta entonces como el originado por una fuen 
te lineal, situada a lo largo del borde, que da lugar a conos de rayos difrac- 
tados de semiângulo B^, cuyos vért,ices se sitûan a lo largo del borde. La onda 
difractada es una onda cônica, tal como habia deducido Keller, que dégénéra en 
una onda cilindrica cuando Bq=it/2.
IV.2.7.- MATRIZ DE DIFRACCION UNIFORME PARA UNA ONDA ARBITRARIA INCIDENTE SO­
BRE UNA CUNA PLANA.
Aplicando el segundo postulado de Keller, los resultados anteriores, 
relatives al campo difractado, pueden exterxierse a cualquier campo de ôptica 
geométrica E^ incidente sobre la curia. Ello exige que se verifiquen las condi­
ciones dadas en TV. 1 y, como se verâ a continuaciôn, que se modif iquen el fac­
tor de divergencia, A(s), y el paramétré de distancia, L, de forma que el cam­
po résultante (superposiciôn de los incidente, reflejado y difractado) sea cori 
tinuo en los limites ôpticos.
Para llegar a esta conclusiôn, recuérdese en primer lugar (3.17) en la 
que se obtienen las componentes del campo reflejado Ej*j , E^ en funciôn de las 
incidentes E^  ^ , E^ (definidas antas pare j as en III.1.4.2). En (3.17) aparecen 
ademas los factores de divergencia:
f(s) = I  ---- (4.41)
V  { pj +s )( s )
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y fase: e relativos al punto de observaciôn que dista s del origen 0. 
En consecuencia, dicha relaciôn puede repetirse aqui 
*r  --
Ê  = ( ( R ) ) Ê  f ( s )
forma simplif icada de (3.17).
(4.42)
Recordando los referenciales (s', 0^, *^), (s, 0^ , *^) definidos en 
r v . l ,  puede demostrarse fâcilmente que la relaciôn entre el campo incidente 
en el primer sistema de referenciales y el Ë'^ en el segundo viene dada por
g ' =«Tj ( -a)  ë ‘
siendo
COS a - sen a 
sen a  c osa
con -d, ângulo diedro que forman los pianos de incidencia ordinario (determi- 
nado por el rayo incidente y la normal n al piano reflector) y el ligado al 
borde (determinado por el rayo incidente y el borde, fig. IV.7).
al
09*“® •
Fig. IV.7 - Pianos de incidencia y reflexiôn ligados al 
botxle.
87 -
Si se considéra la situaciôn en las proximidades del limite de refle­
xion; en la parte iluminada por el rayo reflejado vale (4.42), mientras que en 
la parte oscura: E*'=0. Ambas situaciones pueden ser descritas por la expresiôn 
ûnica:
(4.43)
donde 11(c) es la funciôn Heaviside;
H( E ) = ~ l  1 ♦ signo ( E )1 ; 
2
Hl e ) =
1 ; E ) 0 
0; E < 0
Aliora bien, si se multiplies por la izquierda ambos miembros de (443) 
por la matriz ((T)) (a) se obtiene;
«T))(alË'x lUT))U)((R)H(T))(.af'lt((Tm.a)Ê'l((s)H(E).‘''“
pero, segûn se acaba de indicar:
_ r-  r
T))(a)Ê' =
por otra parte, del calcule matriciel se sabe que
-1
en consecuencia, la expresiôn anterior se reduce a
r //. _ i
■Po
.r il
que da el campo reflejado en ambos lados del limite de reflexion. Una vez mas 
se subrayara el carâcter discontinuo de dicho campo (signo (c) lo es) al cru- 
zar dicho limite (c pasa de ser positive a negative).
- 8 8 -
Para que el campo total sea continue al cruzar dicho limite,
el rayo difractado deberâ corapensar esa discontinuidad. Asi per
ejemplo, si el limite de reflexion considerado fuera el correspon- 
diente a la cara D de la cuna la compensacion procédera del termi­
ne h($ ) de (4 .39) que, teniendo en cuenta la parte principal de
(4 .35)j conduce a una matriz de difraccion, cuya parte discontinua 
es :
signo (e )( D l )  = ---
sen P
Si se sustituye s per el paramétré de d istancia corres-
pondiente a -limite de reflexion (LR)^- la parte discontinua
del campo difractado sera:
r T ~  -jk, .
stn P,
J*'* I \e sig nolE )
Este paramétré de distancia es un grado de libertad que pe£ 
mite realizar la necesaria compensacion; por consiguiente, la suma 
de la parte discontinua de (4.44) y (4.45) deberâ anularse; es de-
^  f(s) = 0
«nPo \ 5(9 +s)
de donde se deduce inmediatamente;
r 5(94 s) 9I 92**"^Pq
^2 ^ (4.46)9 ( 9  ^-fs) (92 ♦ s )
siendo (recuérdese III.1.4.2.c) y los radios de curvatura
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principales del frente de onda reflejado. Sin embargo, ai se parti_ 
culariza al caso de un borde recto:
Pg “ en (3.21), con lo que p = p^.
Por otro lado, si en las expresiones (3.16) de TTT.1.4.2 
se introducen los radios de curvatura principales de la superficie 
reflectora -cara plana- R ^ =Rg=<" , se obtienen:
F. - F , ' F ,  = '' °
con lo que
l/9'i 1/p'
deduciéndose finalmente:
L' = s i * ; » : )  9, 92 " " ' P .  
 ^ 9^
De modo anâlogo, se obtendrîa el paramètre distancia co­
rrespond ien te al limite de reflexion de la cara A : i T .
Repitiendo este mismo proceso para un limite de sombra se
llega a
Pot '(r / 9',9'2 .«.-jksïi'C -3 iïl V„; (4.48)
donde y E^ son las componentes del campo incidente, tomadas
®o ♦o
sobre el piano de difracci ôn 1igado al borde y a una distancia s
- 9 0 -
de 0.
En cuanto al campo difractado habrâ que considerar ahora el 
termine h (*_) o el h(-*_) de (4.39) con lo que se obtiene:
-jks , , .
e sig no (e ]
que sumada a la parte discontinua de (4.48) debe ser cero. Esta 
compensacion sera posible cuando
L
, s(ç +s) pj (4.49)
’ 9 ( 9 ',+s)( 9  ^♦ 5 )
y liaciendo las mismas consideraciones anteriores sobre el caso 
particular de la cuna plana, se deduce
I s.n^p, i , , U . 50)
' 9i (9|.s)((.!j.s| ^ ^
que es el paramétré de distancia generalizado para cualquier ti po 
de onda incidente sobre la cuna de caras planas.
En resumen, en el caso general de una onda incidente cual- 
quiera que incide sobre el borde de una cufta de caras planas con 
un ângulo B^, el campo difractado viene dado por (4.10), donde 
y se calculan con (4.39) y en la que L se détermina con (4.50),
IV.3 .- REDUrCION DE LA SOLUCION GENERAL U.T.Î). DE DIFRACriON EN 
CUNA PLANA A l.OS CASOS CANONirOS.
Si se considéra el caso parti cular de una onda plana:
— 91 -
= P| = 9^ = -
que incide normalraente sobre el borde de la cufia:
Po = 90'
la expresion (4.49) se transforma en
y la (4.10) en:
A(, (4.51)
con A(s)= l//% y los coeficientes Dg y dados por (4.39), en la 
que BQ y L son los valores anteriormente citados.
Si considérâmes el caso concreto de la fig. T V.3 en el que 
la onda plana incidente sobre la curia solo ilumina la cara 4=0, 
los limites de sombra y reflexion quedan definidos por *-=* respec^ 
tivamente.
En estas condiciones, el entero N~ de (4.34) debe ser cero; 
por consiguiente:
. , Ü>_
a“ (ip- ) = 2 cos — —
2n^2irk
cot
92
Utllizando la notaciôn de Pauli [15] y teniendo en cuenta 
estas ultimas expresiones, (4.5 1) puede ponerse en la forma:
,'P_) 1^1 Vg(s,ip+]d{ " (4.52)
en el supuesto de que, en el origen, la amplitud del campo sea la 
unidad; su fase, nula y siendo:
2 sen ~  2 4*- .
n n
Si se sustituye en esta ultima formula, F(x) por su défi n 
cion, (4 .30), se tendra :
que coincide con el término fundamental del desarrollo en serie de 
Pauli [15] para el campo difractado en el caso concreto de cuRa y 
que, sustituido en (4 .52) da el campo ).
Lejos de los limites de sombra y reflexion :
F[2ks co5 (^v|>_/ 2)1 s 1
con lo que:
V,
n 19
COS —  - COS — —
n n
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que es el resultado obtenido por Pauli en dicha situacion cuando 
se toman términos hasta el orden k ”^. Esta ultima expresiôn es va­
lida para cualquier incidencia siempre que el campo difractado se 
calcule lejos de los limites ôpticos.
Por otra parte, si (4.53) se particulariza para el caso del 
semiplano (n=2), se obtiene:
r  ** 2
vJs.Ul) /«■'■' d T  (4.54)
®  ^ -^VkniiŸ
2
con a((p-) = 2 COS
que coincide con la solucion de Sommerfeld en notaciôn de Pauli, 
quien deraostrô que la solucion del semiplano es un caso particular 
de la serie dada por él para la cufSa. Dicha serie se reduce al pri^ 
mer término que coincide con (4.54).
Por su parte, Mittra y Rahmat-Samii [23), utilizando la teo 
ria espectral, obtienen también el resultado exacto de Sommerfeld 
(coïncidente con el de la UTD para este caso) para una onda plana 
incidente en un semiplano. Incluso en el caso de una onda cilindr^ 
ca arbitraria, [24], con polarizaciôn eléctrica paralela al borde, 
dichos autores obtienen una solucion para el campo difractado que 
concuerda, en su parte fundamental, con la solucion UTD particula- 
rizada para dicho caso, siempre que el campo emitido por el manan- 
tial varie lentamente en las proximidades del punto de difracciôn.
IV.4 .- CONDICIONES DE VALIDEZ Y GRADO DE APROXIMACION DE LA UTD
Las condiciones de validez se refieren por una parte al ti- 
po de cuna que actua como obstâculo y, por otra, a las hipôtesis 
relativas a la seilal incidente.
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En primer lugar, hay algunas cunas para las que y son 
nulos, con lo que no tiene sentido el proceso hasta ahora estahle- 
cido.
En efecto, escribiendo (4.39) para zonas alejadas de los l_x 
mites ôpticos de sombra y reflexiôn;
FlkL a-(v|> + )l = 1
(4.55)
(°s) _ sen ~   1________  (-) _______ 1_______
n/TÎTk stn (3^ _cos - cos (♦) cos - cos ^
donde Dg y D^ se anulan para n =1 ; es decir, cuando la cuna degene 
ra en un piano completo, lo cual es évidente porque, en estas cori 
diciones, no existe borde. Pero también se hace
H
sen — ■ — 0 
n
cuando n=l/M, siendo M=2,3>««- Estas cunas presentan un angulo in 
terno:
V =  ( 2  -  — ) 7T >  7t 
M
en cuyo caso, el campo total se compone del rayo directo y de un 
numéro finito de campos reflejados. En consecuencia, las cunas pa 
ra las que el campo difractado es parte significative del campo 
total son las que tienen una ri que cumple
1 < n  ^ 2
Por otro lado, 0 i 4^ < n» es el intervalo posible de ângu 
los de incidencia. Las situaciones limites : 4^=0 y 4^=nw corres- 
ponden a incidencias rasantes a las caras que forman la cuRa. Pa­
ra ellas, (4.39) da Dg=0 y D^^/O; sin embargo, el campo incidente 
que debe ser considerado es la mitad del campo emitido por e] ma-
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nantial (rasante a la cara), puesto que la otra mitad corresponde 
al campo reflejado. Por lo tanto si se considéra de modo general 
que el campo incidente sobre el borde es el que efectivamente lle^ 
ga a él procedente del manantial, deberâ tomarse = § de! dedu 
cido de (4.39) y, naturalmente, Dg=0.
En lo relativo a la seRal incidente, los coef icientes de d 
fracciôn deducidos de (4.39) serân vâlidos solo cuando la seRal 
tenga un comportamiento de rayo ôptico y cuando kL sea suficiente 
mente elevado, lo que implica, (4.49)> que s', s y 8^ no sean de- 
masiado pequeRos.
Finalmente, obsérvese que fuera de los limites de sombra y 
reflexiôn, (4.39) es del orden k~^ respecte al campo incidente, 
mientras que sobre dichos limites es del orden k° (recuérdese que 
la expresiôn asintôtica de F(x) en dichos limites es = /wks/2); es 
decir, del mismo orden de magnitud que el campo de ôptica geomé- 
trica correspondiente (rayos incidente o reflejado).
Entre estas dos situaciones que, como se verâ, definen el 
intervalo
0 < kLa+ < 10
se situa la denominada zona de transiciôn del campo difractado, 
donde hay que evaluar F(x) sin las aproximaciones asintôticas meri 
cioiiadas.
La soluciôn UTD, cuyo campo total incluye términos hasta 
sn k ^ respecto al c 
de primer orden de la UT D.
de orden ampo incidente, se denominarâ soluciôn
IV.5.- SOLUCION UTD PARA LA DIFRACCION EN CUNA CURVADA
En este apartado se va a dar la soluciôn UTD al problems 
general de difracciôn en borde curvo, interacciôn de dos superfi-
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cies genéricas. Esta solucion es valida para los dos casos particu 
lares: a) cuando una de las dos superficies sea plana y b) cuando 
ambas superficies, no planas, sean coïncidentes. En este caso, el 
borde curvo corresponde al de una superficie no plana con doble ca 
ra.
IV.5.1.- COEFICIENTES DE DIFRACCION EN BORDE CURVO
En este caso, la construccion de la soluciôn para el campo 
difractado esta basada en la obtenida para la cuna de caras planas. 
Para ello se puede aplicar el segundo postulado de Keller para al- 
ta frecuencia y, en consecuencia, aproximar el borde curvo en el 
punto de dif race iôn por el de la cuna recta cuyas caras planas 
sean los pianos tangentes, en el punto de difracciôn, a las super­
ficies que forman el borde curvo. En estas condiciones, se podrân 
aplicar los resultados obtenidos en los apartados anteriores con 
el factor de divergencia A (s) modificado por la curvatura del 
borde curvo y con el paramétré de distancia L adecuado para que 
queden compensadas las discontinuidades en los dos limites ôpti­
cos .
Ademâs, esta soluciôn sera valida ûnicamente en la regiôn 
exterior de la cuna, entendiendo por tal la comprendida entre los 
pianos tangentes a las superficies en el punto de difracciôn; que 
dan pues excluidos no solo los puntos situados entre dichos pia­
nos y las superficies sino también los pertenecientes a los pia­
nos tangentes (Fig. IV.l). Tanto la incidencia como la salida ra­
sante (o sus proximidades) no deberân ser considerados.
En estas condiciones, los coeficientes de difracciôn serân 
los de (4.39); es decir:
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D,)
Du) 2 n/zn k sen|3j
cot (ZLZjl) FlkUa*((|l_)l + 
' 2n '
cot (JL&)FlkL'.-(i9Jl j; 
' 2 n V
j:
(4.56)
cot
donde, como siempre, 4_ = 4^ % 4^ con los ângulos 4^ y 4^ defini­
dos en la figura IV.l; n es el paramétré que détermina el azimuth 
del piano tangente B a la segunda superficie en el punto de difrac^ 
cion; es el ângulo formado por el rayo incidente s* y el borde 
t en el punto de difracciôn y L^, L^, très parâmetros distan­
cia ligados: el primero al limite de sombra y los otros dos a los 
dos limites de reflexiôn (uno para cada superficie).
Son precisamente estos parâmetros los que hay que redéfinir 
en este caso general.
En primer lugar, recordando IV.2, vendrâ dado por (3.49^, 
con p dado por (3.21), donde, en este caso, por ser n ^ . s ' = n ^ .s , 
p=p^. Por consiguiente:
I _ s(9e ♦s)ç] 92 scn^p^
I , i „ i , (4.57)
9e ( 9 i + » H 9 2 * S '
Si el campo se calcula en zona lejana: s >> p^ (L=l,2) y
(4 .57) se simplifica en:
’i
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l’or otra parte, los parâmetros (M es un indice asociado 
a los pianos tangentes A(M=l) y B(M=2)) vendrân dados -recuérdese 
(4 .46)- por :
En este caso, como hay dos limites de reflexion: uno(LR)^ 
para la cara A y otro (LR)g para la B, los frentes de onda refle­
jados correspond lentes al punto de dif racciôn tendrân dos curvatu
ras principales: y l/pl[.,. En cuanto a p es la distancia
IM ZM M
câustica dada por (3.21); para el limite (L R ) ^ y  (LR)^ :
4 =(2n-l) «-4 . Para calcular p .. en funcién de parâmetros conoci-
0 0  M
dos, recuérdese que, en la reflexiôn se verifica:
î  = r  -  2 ( n „ . r ) n „
siendo s' y s los vectores unitarios correspondlentes a los rayos 
incidente y reflejado respectivamente y n^ el correspondiente a 
la normal a la superficie reflectora en el punto de reflexiôn; 
por consiguiente, se podrâ sustituir el término n^.s' - n^.s de 
(3 .21) por su igual 2 (n ^ .s ') (n^.n^), con lo que se obtiene:
’ m ’i 9b ” " Po
Volviendo de nuevo a los coef icientes de difracciôn y te­
niendo en cuenta la exclusiôn de rayos rasante, N* solo puede to 
mar el valor cero sobre un limite de sombra, con lo que de (4.34) 
se deduce :
= 2 c o s ^ ~  = a (ip_)
simplificândose (4.56) en:
2nV2ïïk senpj
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cos —  - cos
n n
cot (-^^)FlkL2a*(4>^)l j l |  
co t ( -—  ^FlkL^ a"(ip+)]
(4.60)
Por otro lado, teniendo en cuenta que y N~ val en 0 y 1 
sobre los limites de reflexiôn (LR)^ y (LR)^ respectivamente, se 
tienen:
a"(i|;^) = a"(i|i_) = 2 c o s ^ ( ij>+/2) y 
a*((p^) = 2 cbs^ 1(2 nJt-iJ;^)/2]
En resumen, para una onda electromagnetica incidente sobre 
la cuîia curva con polarizaciôn arbitraria y comportamiento de ra­
yo ôptico, los coef icientes de dif racciôn Dg y D^ vienen dados 
por (4.6g ) con lo que queda determinada la matriz de difracciôn 
((D)) y se puede calcular el campo difractado a partir de (4.10).
IV.5.1.1.- Dif racciôn en borde curvo cuando una de las superfi­
cies es plana.
En este caso, la simplificaciôn debida a ser plana una de 
las superficies que forman el borde se reduce a la de las curva- 
turas principales del f rente de onda reflejado correspondiente al 
limite de reflexiôn del piano en cuestiôn. Si este se asocia con 
M=1 por ejemplo.
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’.'l = ’1 ’21 = ’ 2
segûn se puede deducir fâcilmente de (3*15) V (3.I6 ) donde 1/Rj = 
= I/R^ =0 y, por consiguiente: F^=F ^ =F^=0, quedando:
U9\
1/9 ',
= f
IV.5.1.2 .- Dif race iôn en borde curvo de una superficie.
El caso del borde curvo de una superficie puede considerajr 
se como una situaciôn particular de una cuna curva formada por 
dos superficies coincidentes ; es decir, el que corresponde a:
n = 2 
= a""(ip+) 
L, = L 2 = L
con lo que (4.60) se simplifica en:
•jn/4
2/Tïïk sen p.
FlkL'a (ip_)] (-) F[kL\(ip + )]
i r ~cos . c o , 3 I
2 2
con deducido de (4.57) y de (4.58) donde:
y
(4 .61)
’21 = ’22 '  ’2
y de (4 .59) con n^ =n^ que es el vector unitario normal a 1( 
ônica superficie existente en el punto de difracciôn.
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A su vez, el caso del semiplano es una particularizacion 
de esta situacion, en la que coincide con L**, deduciéndose am­
bas de (4 .50).
Si este subcaso particular se plantea para una onda inci­
dente plana con polarizaciôn eléctrica (magnética) se obtienen 
las expresiones de 5^(11^) de Sommerfeld como ya se expuso en IV.3.
CAPITULO V
RESÜLUCION DE SINGULARIDADES DE LA UTD
En este capitulo se clan métodos para resolver el proble- 
ma de las singularidades de la teorla geométrica de la difracciôn, 
en los casos en que no se puede aplicar ninguna de sus versiones 
(GTD, UTD). Diclios casos son, f undamentalmente, los de punto de di- 
f race iôn coïncidente o cercano a un vértice, câusticas de rayos di- 
fractados y campo incidente sin comportamiento estricto de rayo ôp­
tico .
Las soluciones c|ue aportamos en este capitulo para los 
dos primeros casos mèneionados estan fundamentadas en la integral 
de corrientes équivalentes a lo largo del horde difractante, dedu- 
cidas de la distribuciôn de corrientes inducidas en estrechas 
f ranj as alrededor del borde.
En el caso singular de no comportamiento de rayo ôptico 
se propone una modi f icaciôn de la UTD (MUTD) , cjue se basa en una 
evaluaciôn de segundo orden de la representaciôn integral del campo 
di f rac tado.
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V.I.- CORRIENTES EQUIVALENTES Y DllRACCION
Como se apuntô en el apartado II.3.3, el método de las 
corrientes équivalentes de Ryan y Peters liga el fenômeno de di- 
fraccion en borde de cuna con unas corrientes ficticias a lo lar­
go de 1 borde dif ractante. Sin embargo, las expresiones de las co­
rrientes dadas por los autores anteriormente mèneionados [27] so­
lo se justifican en el caso de onda plana con incidencia normal 
al borde, y en los conos de Keller. Por otro lado, la generaliza- 
ciôn de diclias corrientes dada por Knotty Senior [43], es un mero 
postulado.
Asi pues, partiendo del concepto de corrientes de fran- 
ja, utilizadas por Keller [2] y Mittra [23] en el borde de un se­
mi piano, sustituidas en la integral de radiaciôn de (2.1), se ob­
tiene la siguiente expresiôn del campo difractado lejano:
dz (5.1 )
siendo x^ y s vectores unitarios en la direcciôn del eje x y de 
difracciôn, respectivamente (figura V.l), y j^(z,x^) las corrien­
tes inducidas de superficie, en la vecindad de x^ = 0, en cada ca­
ra de la cuna (i = 1, 2) y alrededor del borde. C es el contorno
del borde.
nn
Fig. V.l.- Geometria de la cutla.
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Comparando la expresiôn (5.1) del campo difractado con la 
(2.6), se obtienen las corrientes équivalentes:
2 , 
I *  (z) = ^   J—  s.l(z X i)x Fj  ( z)l
donde
. , s e n20
1= 1
2 7
F.(Z) dx. ; |i = l.2)
(5.2)
(5.3)
en cuya evaluac iôn asintôtica en cada superficie de la cuna solo se 
considéra la contribuciôn de 1 borde en = 0.
Las corrientes inducidas en las proximidades del borde, 
se escriben:
V.1.1.- DEDUCCIÜN D6 LAS EXPRESIONES DE LAS CORRIENTES EQUIVALENTES
Sea una onda plana electromagnetica incidiendo sobre una 
cuna conductora infinita. Consideremos la cara 1 de la cuna como la 
que contiene al eje x en la figura V.l. Sean ♦' y ♦ los ângulos a- 
zimutales de las direcciones de incidencia y difracciôn, s' y s, 
respectivamente, y g y 9 los ângulos que forman dichas direcciones 
con el eje polar z. En dicha figura es évidente que:
S = sen 9 COS <î> X ♦ sen0 sen <î> ÿ ♦ COS 0 Z
- 105 -
La coriente de superficie sobre dicha cara vendrâ dada
por :
de donde se deduce
" "z lysO)
j =-H 
z x(ysO)
con lo que, de (5*2), se obtiene:
l* = F -F cot 8 cos (b 
1 z X
1^ s-F^  sen 0/sen 0
(5 .5 )
siendo;
. [ h
,Z J X.3
jkx sen 0COS 0 
x.z “ / "x z(y=0*
Ahora bien, se trata de calcular las corrientes en las 
proximidades del borde (x^ = 0), por lo que dichas corrientes se 
podrân deducir de las soluciones exact as y 11^  del problema ca- 
nônico de difracciôn de una onda plana que incide oblicuamente en 
borde de cuna.
Considerando una onda plana incidente en la cuna con po­
larizaciôn TM^ (TE^), amplitud ( 11^ ) y fase en el origen cero, 
el campo total ( 11^  ) es de la forma :
e ^(h ^ ) . e ^(h '^)(I.;i j  (;.o,
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con Ip dada por (4-22), en la que el factor exponencial de la inte­
gral debe contener las consideraciones de incidencia oblicua (sus- 
tituir ks por kpsen B, siendo p y * las coordenadas polares del pun­
to del campo en el piano xy).
I’ara una onda plana que incide oblicuamente con polariza 
cion arbitraria y dependencia en z de la forma:
- jkz cos P
ademjc de la componente longitudinal de (5-6) existe una componente 
transversal, que puede deducirse de las ecuaciones de Maxwell [20], 
para el campo H:
siendo: a - a -
" dx * ày 
k, = k cos P
de donde
k^ = k sen P
dH.
jkscn^P ° dy dx
(5.7)
en la que Y es la admitancia del medio.
AsI pues, de las ecuaciones (5.2) a (5.7), con (4.22) mo- 
dificada para incidencia obllcua, y considerando la contribuciôn de 
una sola cara de la ciina, se obtiene fâcilmente:
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I* _ e' —  B ♦  —  ( jcotp C-cot0cos<ï>A)
 ^ * ksen^p ks«nP
 ^  ^2sen 0 sen P
siendo:
. àX
. f 2 _
j ^ X  6<t>-
■ I
(5.9)
0
6U(X.O')
dx
sen 0 cos ct>
‘‘t ° sen P 
X = kpsen P
donde en los integrandos se ha inbroducido el valor de la funcion 
U e n y = 0  (♦ = 0, p = x).
Con estas consideraciones, y teniendo en cuenta el desa­
rrollo (4.22), se obtiene:
A = J - f ____________’-lÆa!----------------- d s - j V — !—  (5.10
271 nj^ lcos(Ç/n)-cos(0 /n))(cos5 [^l,) ^  cos|^^[l,
donde se ha invertido el orden de integracion y se ha integrado 
respecto de X. r os el contorno deformado de la figura IV.5.b, que 
elude los polos del integrando. En la integracion respecto de X, 
solo se ha considerado la contribuciôn del horde (x = 0). Las 
representan los polos del integrando entre 0 y w, que son raices 
de la ecuaciôn:
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cos(^/n] - cos{0’/n) = 0
Ç = c(j es el polo aclicionnl de integracion, cuya expresiôn es:
= cos"' [1^  = -jln{|l^«\/[l2-l) (5.11)
Aplicando nuevamente el teorema de residues a la integral 
de (5.10) después de cerrar el contorno de integraciôn en el infi­
nite,se obtiene:
j senl(7t-a,)nl 1
 _________________ !---------------------------(5.12)
n cosl(TT-0^)/n] - cos(<J>7n) senO^
De manera similar se calcula la integral D de (5.9), ob
teniéndose :
cot sen KK-a^l/n]
n cosl(K-a^ )/n]-cos(07n) (5.13)
au
Finalmente, la integral C se calcula por partes en —  ,
a*deduciéndose:
1 senlO'/n)
n c o s K ti- Qjl/nl-cos (O'/n) (5.14)
Las expresiones anteriores, sustituidas en (5.8), dan 
las contribuciones 1^ e I™ de la cara 1 a las corrientes équiva­
lentes. Considerando ademâs la contribuciôn de la cara 2, hay que
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sumar a (5.8) expresiones analogas en A, B y  C, sustituyendo 8 por
—  I
por = cosw - e, B por » - B, ♦' por nw - y a a  %  , siendo:
H_s sen 9 cos(n ÏÏ-^ )/scn P
obteiiiéndose asi:
2jY(l/n)senWn]
* ksen^p (cos[(K-a|)/nl-cos(<ty/n) c o s l(n- ügV nl* cos
2jO/n) ( ^ ^coip-cot9cos0 senlln-a^ )/nî
 ^ksenP ( sen cos[(ïï-a^ )/n] - cos(<J>'/n)
(5.15)
[1| cot p-cot 0cos(nIT-<t>) senl(jl-a2)/n] )
sen a. cosllK-oJ/nl^coslO/n) )
m 2jZ(t/n) ( sen0 senl{n-a^ )/nl
^ k s e n 0 s e n P  ( s e n  (X^  c o s K j t - a ^ l / n l - c o s l O ' / n )
s e n ( n ï ï - < J > )  s e n l ( K - a2) / n l  )
sen Kg cosl(ir-a2)/nl ♦ cos(0’/n) J
Hay que hacer notar que dichas corrientes coinciden con 
las de Ryan y Peters dadas por (2.7) para 6 = 8 = w/2, y con las de 
Knott y Senior (ver 11.3.3) para 8 = 8 ,  es decir, en los conos de 
Keller, ya que en ambos casos
[1^  a COS <J> ; ttj s <>
*cos (nlT-<î>) ;
y el término en 11^  de se hace cero.
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V.2.- DIFRACCION CN CUNA FINITA
Fig. V.2.- Geometria de cuna truncada.
En el caso de un punto fuente situado en P (figura V.2), 
de coordenadas ciiindricas (Sj, z^), las corrientes équivalen­
tes en un punto sobre el borde, de coordenada z , teniendo en cuen­
ta (4 .5) y (4*7) en (5-l5)> se pueden poner en la forma:
(5.16)
donde se ha supuesto que la onda incidente es una onda esférica cu­
ya amplitud varia lentamente con la coordenada z , siendo , y E^, 
las componentes paralela y perpendicular al piano de incidencia li- 
gado al borde.
Sustituyendo las expresiones de las corrientes de (5*16)
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en la integral de radiaciôn (2.6), y suponiendo que la cuna de la 
figura V.2 es infinita, se obtiene la expresiôn del campo lejano 
difractado en borde, que se puede poner en la forma:
j ' y (5.17)
que es la componente paralela al piano de difracciôn ligado al bor­
de, pudiéndose obtener una expresiôn anâloga para la componente per­
pendicular . En (5*17) el origen de fases se toma en el punto de 
fase estacionaria 0, siendo la funciôn de fase:
g (z) = Z COS0 - r(z) (5.18)
r{z) s /(z - z^ )^ *
La integral de (5-17) es del mismo tipo que la de en 
(A4.1) del apéndice AIV, que, en alta frecuencia, se puede aproxi­
mar por el método de la fase estacionaria dado en dicho apéndice. 
En nuestro caso résulta:
g (z ) s COS 0 - COS P
g"(z) s - sen^p /r(z ) (5.19)
o
el que se verifica:
g*(0)s 0
g’ (0)a-sen^fî/s*
i
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Por otro lado, de (S«l8):
g (O ) = - s'
y de ( 5•16 ) :
Z „ V  k *  Po
con lo que, teniendo en cuenta el desarrollo asintôtico de la inte­
gral dado por (A4.6), sustituido en (5.17), résulta:
d i g-jkS
^ 0  ‘°S “ T ”  (5.20)
donde es el coef iciente de difracciôn de Keller.
Esta ultima expresiôn es la ya conocida de la componente 
paralela al piano de difracciôn ligado al borde del campo lejano 
difractado para el caso de onda esférica incidente. De forma ana- 
loga se obtiene la componente perpendicular a dicho piano, resul- 
tando:
d ^ J  rr
s (5.21)
V.2.I.- DIFRACCION EN VERTICES
Supongamos que la cuna infinita de la figura V.l se trun- 
ca (figura V.2), apareciendo un vértice en z = z^. La integral co­
rrespondiente de la expresiôn (5*17) tiene un limite inferior en z^, 
siendo:
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jkg(
dz
que es de la forma de (A4.10) del apéndice AIV, pudiéndo evaluarse 
asintôticamente por el método de la fase estacionaria con contri- 
buciôii de punto extreme, obteniéndose , segûn ( A4 . 14 ) , la exprès ion :
22)
siendo el primer termine la contribuciôn del punto de fase estacio­
naria que, sustituida en (5 « 17), da el habituai campe difractado en 
borde de (5.20). El segundo termine expresa la contribue ion del ex­
treme o vértice de dicho borde.
En (5.22) H es la funciôn de Heaviside definida en el a-
péndice AIV, siendo c ^ = signo(z^ - z^).
Por otro lado, las derivadas de la funciôn de fase en el
vértice, segûn (5.19), son:
g* (zj s COS0 - COS
g”U  j) = -
sen P,
(5.23)
que sustituidas en (A4 « 16) dan:
C0S8-CCS P
V a
senp, (5.24)
donde y 0^ son parâmetros que dcfinen la posiciôn del vértice
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respecto del punto fuente.
Ademas, en (5.22) i^(z^) se obtiene de (5.16), prescin- 
diendo del factor exponencial y sustituyendo 0 por 0^.
As£ pues, si utilizamos los sistemas de coordenadas liga- 
dos a los rayos incidente y difractado en el vértice, tomando como 
origen de fase diclio vértice, susti tuyendo (5.23) y (5.24), con 
(5-2b), on «• I segundo torn I no de (5-22). que se sustitiiye n su vez 
en (5-17), se obtiene:
V . 2 . 1 . 1 . - Coeficienl-e de difracciôn en vértice
La expresiôn (5-25) es la componente paralela al piano 
de difracciôn del piano difractado en vértice asociado con un vér­
tice y un borde. Anâlogamente se obtendria la expresiôn de la compo­
nente perpendicular a dicho piano, E^, susti tuyendo en (5 .25) el
coeficiente por el correspondlente dX y la componente del campo
^ . i iincidente en el vértice E ^ , por la componente perpendicular E^ ,,
I V Vsiendo:
0 , (0>„.<».fl.,.9.0^  1.----- — ---o" (O^0.p,.e)---------  F(y^)(S.26)
’ {Hk cosB-cosp,
donde:
— lis -
i !_ _ _ _ ^ - - - - - - !_ _ _ _ _ _
nv2ïik sen ( cosl(lt-a^ )/nl-cos(<^ '/n) cosKn-o^ yn]*cos(<J>y/n)
d’ip-a p  . 8 1 i” "'*/..
 ^ nvïnksen 0 ( sen(X| cosl(K-(X^ )/nl-»cos{<J>y/n)
sen(n7t-<>y) senllïï-0 2 )/nl )
sena. cosl(7I-a,)/n]*cos (cj>7 n)'
F es la funciôn de transiciôn de Kouyoumjiam [19], a ^ y los de- 
finidos en (5.11) y (5.15), sustituyendo B y *  por B^ y , respec- 
tivamente.
La expresiôn (5.26) nos da el coeficiente de difracciôn 
asociado a un vértice y un borde. De dicha expresiôn puede deducir- 
se que lejos de los limites ôpticos en el vértice y para puntos de
fase estacionaria aiejados de dicho vértice, el coeficiente de di­
fracciôn de (5*26), y segûn (A4. 12), es del orden de k  ^ con relaciôn 
al campo incidente, lo que esta de acuerdo con la conclusiôn de 
Keller [3] sobre la naturaleza del campo difractado en vértice. El 
mismo autor obtiene un coef iciente de difracciôn en vértice diferen- 
te del dado en (5.26) para esquinas de apertures [21, por medio de 
una evaluaciôn asintôtica de la integral de Kirchhoff.
En el caso de que el vértice coincide con un punto de fa­
se estacionaria de 1 borde (B ^  = 6), el coef iciente ^ de (5 .26) 
coincide con el coef iciente de difracciôn en borde de Keller, que 
dado en la forma uniforme de la UTD coincide con el coeficiente
Dg de (4 .56), para B = B^.
Asi pues, en los conos de Keller;
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s.h
que es uniforme en los limites «le sombra y reflexion en el vértice.
V.3.- CALCULO DEL CAMPO EN LAS CAUSTICAS DE RAYOS DIFRACTADOS
Una de las aplicacioiies mas importantes del método de las 
corrlentes équivalentes es analizar el campo cerca de las câusticas 
de rayos difractados en borde, que se asocian, por ejemplo, a las 
direcciones axiales de cilindros o paraboloides alimentados en el 
eje. En dichas situaciones, el eje es una câustica de rayos difrac­
tados en borde, ya que todos los puntos del borde contribuyen al 
campo difractado en el eje. Cuando el manantial se aieja dél eje 
las câusticas se mueven en direccién opuesta, dando lugar al desen- 
foque.
Supongamos el disco circular de la figura V .3 y elijamos 
un sistema de coordenadas con origen en el centro del disco, 0, de 
manera que el punto fuente se situe en el primer cuadrante del piano
Fig. V .3.- Manantial sobre disco circular.
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xz. Rn la integral tie radiacion de (2.6) hay que sustituir el ele- 
mento de borde por la tangente al mismo en el punto considerado :
d z  = a dip'  ( 5 . 2 7 )
siendo a el radio del disco y f ' la variable de integraciôn que es 
el azimut de un punto del borde. El contorno de integraciôn es el 
borde de 1 disco.
Asi pues, si R^, y E ^, son las componentes del campo eléc 
trico incidente en un sistema de coordenadas ligado al rayo, la in­
tegral de (2.6) para una direcciôn de campo lejano 0, , es de la
forma [44):
Ë(0 . ip )=  — . y  G(ip') ^d ip
2 71
jkg( ip' )  . .
(5.28)
donde G(f')d*' es el resultado de sustituir (5 .27) y las corrien- 
tes équivalentes de (5.16) en (2.6).
La funciôn de fase, con centro en el origen, es:
g{ip‘ ) = r ( ip')-  a s e n 0  cos (ip-ip") ( 5.29)
donde:
r{ip')= y p2 ♦ q 2 -  2 ap^^cos ip
es la distanci a del manantial al punto de integraciôn Q.
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Cuando la direcciôn de campo lejano esta fuera de las 
câusticas, la funciôn de Case (5.29) tiene dos o cuatro puntos esta 
cionarios de primer orden, soluciones de la ecuaciôn:
a p
g*(ip’)s  senip' - a sen 8 sen (ip- V  ) = 0 (5 -30)
0 r (ip^  ) 0 ®
y cada uno de ellos da lugar a una contribuciôn asintôtica del cam- 
difractado que, segûn (A4.6), es de la forma:
V k | g ” (ip')l (5.31)
Dichas contribueiones son las correspondientes a los ra­
yos difractados ordinarios de la GTD.
La ecuaciôn (5.30 no es vâlida cuando 
g-(ui') = . .  f fM 2 2 1 i« .a s « n 8 c o s ( i f - i f '  I .  0 <5-32)' (%l
ecuaciôn que, junto con (5.30), nos da las direcciones câusticas.
La câustica axial aparece cuando el manantial y el punto 
de campo se situan en el eje de un borde circular. En las proximi- 
dades de dicha câustica hay que resolver numericamente la integral 
de (5 .28), que utiliza las corrientes équivalentes de (5 .16), vâli 
das para cualquier direcciôn de observaciôn, no siendo necesario 
utilizer aproximaciôn alguna en el integrando (44). A veces, puede 
existir una soluciôri aiialltica para dicha integral (i).
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V.3.I.- FACTURES DE CORRECCION DE CAUSTICA
Cuando el manantial no se situa en el eje de un borde cir­
cular, el campo difractado en borde tiene câusticas que forman su­
perficies con contorno de diamante [44] sobre la esfera de campo le­
jano. En una representaciôn bidimensional se obtienen curvas câusti­
cas como las de la figura V .4.
rayo 1
rayo 2
rayo 2'
rayo 3
caustica b
rayo 3
Fig. V .4.- Curvas câusticas.
Consideremos el punto A de la figura anterior, situado 
entre las caûsticas a y b, y que los rayos 2 y 3 contribuyen al 
campo difractado. En el movimiento de A hacia C se cruza la câus­
tica en B. Cerca de D (rayos 2' y 3') y lejos de una cûspide de 
câusticas, diclios rayos tienden a confundirse y la funciôn de 
fase puede ponerse en la Forma:
s(ip') « Y  «■l'fjlIf-'Pi)’ ‘5.33)
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que al sustituir en la representaciôn integral del campo difractado, 
segun el apéndice AIV, se obtiene una expresiôn asintôtica de la 
forma de (A4.9), que es:
Ë . 2 n ( ----- -------)G(ip') A.(-o)e^ 3  ^ — ------- ( 5 . 34)
siendo 0^ un punto de fase estacionaria
2 '
correspondiendo o + 0 al caso de un punto estacionario de 25 orden, 
con dos rayos en la câustica. a es la distancia a Ja câustica.
Por otro lado, la funciôn de Airy [il] tiene la siguiente 
expresiôn asintôtica cuando su argumento es negativo y tiende a
A-l-o)a -- - - sen I— a .Tt/4l
ôTo''‘ ^
la cual sugiere que si al campo de la forma de (5 *31) de cada rayo 
difractado de la GTD se le multiplica por el factor de correcciôn:
se obtiene el valor limite adecuado en la câustica.
Pasada la câustica (punto C) desaparecen los rayos 2 y 3» lo 
que en un borde circular supone pasar de cuatro a dos rayos difrac- 
tatlus. La funciôn de fase se puede poner;
- 121 -
donde es un cero de g "(f '). Sustituyendo el desarrollo anterior 
en la representaciôn integral del campo difractado, se obtiene [44]:
g .  2 n (— I— -]g S |)|^ )A |(o ) (s - . is )  
'kg-tip;)'
que es un término de sombra de câustica, a anadir a los dos rayos 
difractados restantes, mâs allâ de la câustica.
En (5.35) 
que debe ser siempre positiva.
V .3•1•1 * - Factores de correcciôn cerca de una cûspide de câusticas
Si g'" ( ) = 0 ,  se estâ situado en la cûspide de câusti­
cas y las correcciones anteriores no son vâlidas. En este caso, al 
desarrollar la funciôn de fase de (5.28), hay que anadir un térmi­
no de cuarto orden,
g(v  ) = 3('?;)♦ — g'(»p;)('p-'p;)^ ♦ —  g""(v' K v '-f.
4 2 ^ ‘ 24 2 Z
Sustituyendo la expresiôn anterior en la integral de fa­
se de (5.28), se obtiene la siguiente expresiôn asintôtica de dicha 
integra 1 [44I :
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, = ,5.36,
donde g" y g"" son la segunda y cuarta derivada de la funciôn de 
fasenarael rayo central (rayo 2).
'i’enicmlo en cuenta las expresiones asintôticas de la 
funciôn de cilindi'o parnhôlico D j [26]:
(5.37)
kg"
para g " ( ÿ^ ) con e 1 mismo signo que g"" ( <^2 ^ , y :
(5.38)
para g"(f^) con distinto signo que g ""(f 2 ^ , se obtienen los si- 
guientes factores de correcciôn cerca de cûspide de câusticas
j^lKgV-jnl.^ .-jikrtj-lïïTi ‘5-”>
que se deben aplicar en las regiones con cuatro y dos rayos difrac­
tados en borde, respectivemente, es decir: dentro y fuera de la 
câustica.
En (5*39) y (5*40) se emplean los valores absolutos de
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la segunda y cuarta derivada de la funciôn de fase para el rayo 
central y se supone que 8'"' (  ^ ? 0.
Si g"" ( )  < 0 hay que emplear las expresiones compiejns con 
jugadas de (5*39) y (5-40).
V.4.- MODIFICACION PI- LA UTD. DIFRACCION CON PENDIËNTE DEL CAM PU 
INCIDENTE
En el planteamiento del campo difractado de la UTD, se 
hace la hipôtesis de que el campo incidente en el borde tiene una 
lenta variaciôn espacial en las proximidades del punto de difracciôn 
(exceptuando la variaciôn de fase a lo largo del rayo). Pero puede 
ocurrir que el campo incidente en el punto de difracciôn tenga una 
râpida variaciôn en direcciôn normal al rayo, en cuyo caso falla la 
soluciôn de la UTD, ya que no se cumple una de sus hipôtesis. Para 
salvar esta dificultad, Kouyoumjiam y Ilwang [ 18 ] , [37], han intro-
ducido un término adicional al campo difractado de la UTD, de mane­
ra que el campo difractado, en componentes E^ y E^ (paralela y
“o “o
perpendicular respect!vamente al piano de difracciôn ligado al bor­
de), se puede poner en la forma:
E g
Po
d
A D
Pc
-H-E
àn‘
/ 9 -jks (5 .41)
Vs(9*s)
‘ jksen Po
(5.42)
siendo D , los coeficientes de difracciôn de la UTD ordinaria, 
i i®’Eg, y E ^ , las componentes del campo incidente paralela y perpendi­
cular ai°plano de incidencia ligado al borde y n ' la normal a dicho 
piano. El primer término (5.41) corresponde al campo del rayo di­
fractado ordinario y, el segundo, al de la difracciôn con pendiente. 
A la UTD que considéra dicha modi f icaciôn en el campo difractado se 
la Conoco con el nombre de MUTD ("Modified UTD"), o MSD ("Modified 
Slope Di ff ract i on"). Dicha modi f icaciôn hace que el campo total y 
su primera der i vada scan continuos en los limites de sombra y re­
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flexion, lo que se jnstifica en [241 por Doersma y Rahmat Samie me­
diant.e lin desarro l I o as i ni ôL, ieo de segundo orden, del bipo Pauti- 
Cleiniiiow ( 1 () 1 , de la represenLac iôri integral de 1 campo d i f ractado 
por una oiula arbi traria incidente en un semiplano.
V.4.I.- DERIVADAS DE LOS COEFICIENTES DE DIFRACCION
l'ara cl cilculo deI campo difractado en borde, con la mo­
di f icaciôn de (5*41), es necesario calcular las derivadas de los 
coeficientes de difracciôn D^ y Dj^  que aparecen en (5.42), que, con 
sideiando por ejemplo el segundo término de (4.39), supone derivar 
la fune iôn:
TT-
que es especialmente importante en el limite de sombra, . En
dicho caso, segûn (4.36), N = 0, y la funciôn t y su derivada se 
hacen singulares.
Si Ilamamos c a la distancia a dicho limite de sombra, 
$ y la derivada de (5.43) es:
A l  = ALlllihlllfll ♦cot(E/2n)FlkL(l-cosc)lkLsenE (5.44) 
ô<J>o 2 n sen^  ( 2n)
Ahora bien, derivando (4.30), se obtiene fâcilmente:
F ix) = F(x ) { - ♦ ) ) - )  (5.45)
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Por otro lado, tcniendo en cuenta que para x pequena:
/  -l.jx
la primera igualdad de (4-37) se escribe:
F(x)= — ■ (!♦ jl/ïïx-2 jx*(1* j )jx l/ïtx (5 .4 6 )
V2 V2
Asi pues, para e pe(|ueno, y mediante désarroi los en ser ie 
de las F une iones trigonométricas, el argumento de las funciones de 
transiciôn de (5*44) es:
X r kL 1—
Ademâs:
. E 2n
2n £
con lo que sustituyendo (5.45) y (5.46) en (5.44) se obtiene, en el 
limite :
dt
■--- - = -2nj k L
à<t>:
que multiplicada por el factor k  ^ de (4.39), hace el término del 
campo difractado con per 
c iôn ai campo incidente.
ndiente de (5.44), del orden de k  ^ con rela
CAPITUI.O VT
APLtCAClON 1)1: l,A TKORIA C.HOMETRICA DE LA DIFRACCION 
A LA RADIACION DE ANTENAS EMBARCADAS
En este capitulo se expone la metodologia de aplicaciôn 
de La teorîa geomét.rica de la difracciôn a antenas embarcadas en 
veil i en los esjj.ai; i a les .
Para ello se describen las técnicas de modelizaciôn de 
la estruetura, trazado de rayos y organizaciôn de lus distintos 
môdulos del programa de câlculo, considerando el caso particular 
del estudio de la degradaciôn del diagrama de radiaciôn de las an­
tenas de telemedida y telemando del satélite MIPPARCÜS, debido a 
la influencia de la propi a estruetura, supuestamente conductora.
Con ob.jeto de verificar la teorîa expuesta, se comparan 
los resultados del câlculo numérico del modelo teôrico, con los 
meditlos en un modelo experimental similar.
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VI.I.- TECNICAS DR MODI-.Ll/.AC LON DE ANTENAS SOBRE RSTRUCTURAS
En el estudio de sistemas radiantes, formados por ante­
nas en presencia de estructuras grandes en termines de longitudes 
de onda (satélites, barcos, etc.), surge la necesidad de predecir 
la deformacion de los diagramas de radiaciôn producida por la pre­
sencia de los dispersores, con objeto de minimizar dichos efectos 
por mod i f icaciôn de la posiciôn de las a.n t@.n 3.5 , o por elecciôn
entre varias opciones. Dicha tarea puede realizarse mediante medi- 
das sobre un modelo experimental o mediante tratamiento por compu- 
tador de un modelo teôrico. La primera soluciôn puede resultar 
costosa y emplear demasiado tiempo. En cuanto a la segunda solu­
ciôn la teorîa geométrica de la difracciôn puede ser de gran uti- 
lidad, compiementândose ambas soluciones en cual(|uier caso.
Debido al caracter "local" de los campos electromagné- 
ticos en al ta frecuencia, es posible descomponer una estruetura 
compleja en otras mâs sencilias, del tipo cuna y superficies ge- 
néricas con bordes, cuyos coeficientes de difracciôn son conoci- 
dos. La GTD supone que los mecanismos de difracciôn y reflexiôn 
se localizan en los correspondientes puntos de difracciôn y re- 
fjexiôn de la radiaciôn incidente y los campos electromagnéticos 
sobre los correspondientes rayos pueden detcrminarse una vez co- 
nocidos los coeficientes de difracciôn y reflexiôn de la UTD, ex- 
puestos en el capîtulo IV, y con las correcciones a dicha teorîa, 
dadas en el capîtulo V, donde se considéré necesario.
VI.2.- ORGANIZACION GENERAL DEL l’ROGRAMA DE CALCULO
En la figura VLI se muestra el organigrama del programa 
principal que contrôla las entradas y salidas del câlculo del dia­
grama de radiaciôn de una antena embarcada, mediante la aplicaciôn 
de la teorîa geométrica de la difracciôn. Dicho organigrama es vâ­
li do para cualquier sistema radiante, teniendo en cuenta los datos 
propios del sistema concreto.
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Bucle para cada 
una de las 
direcciones O, .
Representaciôn gra'fica de resultados
Deflnicion de una direcciôn 0 ,  de sallda 
(para Q o <ji cts)___________________________
Calcule del campo résultante y de sus 
diversas componentes de polarizaclôn
Calcula los complejos Eg y E^, para la 
direcciôn 9, para cada uno de los rayos
Lectura de coordenadas de vërtlces del 
satélite, n? de caras n? de vertices y n" 
de bordes
L e c tu ra  de las caracterlStlcasi*dl«ëéctrlCQS  
de antena (posiciôn. orlen tac lôn y diagrama 
de radiaciôn)_____________________________
Lectura de frecuencia y paramètres que 
definen direcciones de câlculo del diagrama de 
radiacion sistema antena satélite, 0 o  cts
Transformaclôn datos de diagrama en unidades 
de amplltud de componentes llnealmente 
polarizadas Eg y E^, y fases
Fig. V [ . I . - Organ i gi-ama dr l p r o g r a m a  princ i p a l
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May que hacer notar que para accéder al programa es pré­
cise définir dos sistemas de coordenadas:
-Un sistema global x, y, z , al que se refieren los resul­
tados, y en el que se definen las coordenadas de la estruetura y 
la posiciôn de 1 centre de fase de la antena.
-Un sistema particular x', y', z', al que se refieren los
datos del diagrama de radiaciôn de la antena aislada.
Otra de J as tareas que se debe realizar es la de simular 
el "trazado de rayos", la cual es previa al câlculo de los campos.
VI. 2.1.- MÜUELÜ RADIOEI.ECTRICO DE LA ANTENA EN EL ESPACIO LIBRE
Si los puntos de difracciôn y reflexiôn estân en zona
lejana de la antena, el campo emitido por esta en la direcciôn 0,
<ÿ e s , en general, el vector complejo que corresponde a una onda 
localinente plana, elipticamente polari zada, cjue puede ser represen- 
tada por dos componentes de polarizaclôn octogonales, lineales o 
circulares [45], Ë(0,♦)=E^u+E^v, siendo u y v dos vectores unita- 
rios octogonales.
El diagrama de radiaciôn de la antena puede tener una 
expresiôn analitica (dipolo, monopole, etc.), en cuyo caso no bay 
que introducir ningûn date, sino calcular los campos en el môdulo 
de programa correspondiente. Por el contrario, dicho diagrama de 
radiaciôn puede ser el resultado de la medida, en cuyo caso los 
datos de diagrama se lecn en el programa principal en conjuntos 
tridimensionales (1, J, K), siendo I el numéro de ângulos 0 en 
los que se realizan las medidas, J el numéro de ângulos * y K el 
numéro de parâmetros que se Icon (môdulos de componentes lineales 
Eg y Eg y fases, o môdulos de componentes circulares y "tilt" de 
polari zac iôn ) .
Los datos de amplitudes de las componentes del campo
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suelen darse en decibelios, por lo que es necesario que el progra­
ma reali ce la transformacién de los datos a los valores correspon­
dientes en voltios/metro. Ademâs, como el programa utiliza compo­
nentes de poiarizacion lineales, si los datos de diagrama se diesen 
en componentes circulares, estas ultimas se transforman en las an­
ter iores dentro del programa principal, el cual también puede ope- 
rar en el sentido inverso, con lo que se pueden obtener las compo­
nentes circulares de los resultados de polarizaciones lineales.
Si se desea determinar la directividad de la antena, o 
intensidad de radiaciôn emitida con relaciôn ai nivel isotrôpico, 
para una direcciôn prefijada de campo lejano 8 ,$
G(0,<J))= 4nP(8.0)/P^ 
P(0.<D) = lËI^
hay que calcular el nivel isotrôpico P^/4», siendo P^ la potencia 
total radiada por la antena, cuya expresiôn es:
-T r rp(0 ,$)d(l>l sen0 d8
y que se évalua en el programa principal.
VI. 2. 2.- MODELIZACION RADlüELFXTRICA DEL SISTEMA ANTENA-ESTRUClURA: 
TRAZADO DE RAYOS
La aplicaciôn de la aproximaciôn GTD al câlculo de los 
campos electromagneticos de un sistema antena-estruetura se puede 
dividir en dos partes: un proceso geométrico de determinaciôn de la 
trayectoria de los rayos y un proceso matemâtico de evaluaciôn del 
correspondiente campo (en amplitud y fase), en una determinada di­
recciôn de sa 1 Ida o localizaciôn del receptor, y para cada uno de 
los rayos, siempre que no seau somhreados por los ohstâculos.
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existen
no existen
existen
no existen
Bucle p a ra  
los N rayo s
Câlculo del campo d irec to
Inlclallzaclon de campos
Busqueda de sombras 
del rayo  d irec to
Busqueda de sombras 
del rayo  correspondiente
' Câlculo del punto de 
reflexion, difraccldn, e tc .
Cdlculo del campo r e f le ja d a  
d ifra c tad o , e tc .
Fig. VT.2.- Organigrama del trazado de rayos y câlculo de campos 
electi’omagnéticos, en una direcciôn ®,
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Ambos procesos conducen a la determinaciôn del campo re­
sul tajite <jue, scguu in api ox i mac iôn utilizada, es la suma de las 
contribucioues de campo sobre cada uno de los rayos.
Asi pues, el problems de model!zaciôn GTD de un sistema 
radiante se reduce a seleccionar los rayos cuya contribuciôn al 
câlculo del campo es mâs sign!Ficativa y a construir las siguientes 
subrutinas o "môdulos" de programa:
-Modules de câlculo de punto de interacciôn (reflexiôn, 
difracciôn, etc.).
-Môdulos de bus(|ueda de sombras.
-Môdulos electromagncticos para calcular los campos inci­
dentes, refiejados, etc., sobre cada uno de los corres­
pondientes rayos.
La organizaciôn de dichos môdulos en la programaciôn se 
esquematiza en el organigrama de la figura VI.2.
Como régla general para seleccionar los rayos diremos que, 
un modelo de primer orden (que es en general suficiente para aplicar 
la GTD) debe incluir el rayo directo, los rayos refiejados, los ra­
yos simplemente difractados en borde y los rayos doblemente refle- 
dos.
Abora bien, si cerca de un limite ôptico, donde los rayos 
difractados son mâs intensos, existen bordes de ohstâculos, deben 
inc lui rse rayos doblemente difractados y, por supuesto, reflejados- 
difractados y viceversa.
El trazado de rayos no es ônico para una estruetura, sino 
que depende de la situaciôn relative de la antena respecto de la 
estruetura y, a vecos, de i piano de diagrama que se dcsee calcular.
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La construcciôn fie un nujdelo en carton o en madera del sistema an­
tena estruetura, ayuda a la concepciôn del trazado de rayos, los 
cuales se simulan mediante hilos.
V I .2.2.1.- Môdulos geométricos para el trazado de rayos
Dichos môdulos se refieren, por un lado, al câlculo de 
puntos de reflexiôn, difracciôn, doble reflexiôn, etc., y, por otro 
lado, a la comprobaciôn de si los correspondientes rayos estân 
somhreados o no por alguna parte de la estruetura.
VI.2.2.1.1.- Môdulos del punto de reflexiôn
El câlculo del punto de reflexiôn depende de que la su­
perficie reflectora sea plana o curva. En el caso de superficie 
plana es posihle determinar analiticamente las coordenadas del 
punto especular QR, mediante la relaciôn:
QR = PS-2 .RR.UN* { RR/R) .UF (6 . 1  )
s iendo: p = ÜF.UN
y RR= ÜN.(PS - PÂ)
que deben ser ambos positivos para que exista punto de reflexiôn.
PA y PS son el vector de posiciôn de un punto cualquiera del piano 
y el del centro de fase del manantial, respect!vamente (fig. VI.3), 
en el sistema de coordenadas global x, y, z.
UF y UN son vectores unitarios en la direcciôn de câl­
culo del campo y de la normal al piano, respect!vamente. Con el 
procedimlento anterior se détermina el punto de reflexiôn sobre 
piano In fini t o, por lo que, si la plaça es limitada (por ejemplo 
pollgonal, como en la figura VI.3), hay que comprobar si el punto
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RR OR
PA
PO
PS‘
X
Fig. VI.3.- Rayo reflejado en piano.
cle reflexion esta contenido dentro de los limites establecidos, lo 
que, en este caso, se reduce a comprobar si la suma de los ângulos 
que forman cada pareja de rectas que van desde el punto QR a dos 
vertices consécutives, es igual a 3605, siendo cada angulo menor 
que t805. La expresiôn matemâtica correspondiente para que se 
cuinpla lo anterior es <|ue se debe verificar, para todos los triples 
producLos posibics: ( I'A-^RM Fb-QR).UN > 0.
Si la superficie es simplemente curvada o tiene simetria 
rotacional, es posible utilizar metodos de busqueda unidimensional 
del punto de reflexion, pero, si es doblemente curvada, hay que e- 
fectuar dicha busqueda en dos dimensiones, por lo que, en general, 
se utiliza el procedimiento expuesto en el apéndice AIII.
VI.2.2.I.2.- Câlculo del punto de difracciôn en borde
- 135 -
Dentro de este apartado hay que distinguir si el borde 
es recto o curvo. En el primer caso (figura VI.4), la aplicaciôn 
del principio generalizado de Fermat conduce a la siguiente expre­
siôn para el vector de posiciôn del punto de difracciôn:
QD = PÂ* iQD -PÂI.OW
siendo UW el vector unitario en direcciôn del borde y los demas 
vectores cjue aparecen en la expresiôn anterior son los vectores 
de [)osiciôn en el sistema de coordenadas global, con:
lÔD-PÂl
tg P<
* s,
= (PS-PA).UW 
Sg =|PS - (PÂ*s, Dw
UF
PS
PB
Fig. V 1.4 « - Kayo difractado en borde
- I3û -
Para que dicho punto de difracciôn exista tiene que es­
ta r contenido dentro del I î ni i I c finito do l horde, para lo cual de 
ho verificarse:
{ QD - PA).UW > 0 
lÔD - PÂl < IPB -PÂl
Si el borde es curvo y forma parte de una superficie 
curva de tipo ci 1indrico, parahôlico, etc., es conveniente définir 
dicho borde r como la intersecciôn de un cilindro con dicha super­
ficie, en un sistema particular x", y", z", con origen en el eje 
de dicho cilindro (figura VI.5), con los ejes z coïncidentes, de 
manera que la proyecciôn sobre el piano xy es, en general, una 
elipse.
UWPS
UF
Fig. VI.5-- S i strmas de coordenadas para définir borde curvo T.
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As£ pues, la ecuaciôn del borde es:
X" s (<!>")
y" = g . ((D ")
* (6 .2) 
z" s f (x",y*‘) 3 g^ (4>" )
siendo ♦" el ângulo que forma la proyecciôn de un punto del borde 
sobre el piano x"y", de manera que el principio de Fermat para un 
punto sobre el borde, donde el vector unitario tangente es UW y 
los de incidencia y reflexiôn UI y UF, respectivamente, se escribe
siendo
UW.l U1 - UF ) s 0 (6.3)
—  , dg, dg? dg^ .
dO" • dO"
con lo que el primer miembro de (6.3) es una funciôn de y las
soluciones a dicha ecuaciôn, para encontrar el punto de difracciôn, 
se hallan por procedimientos standard unidimensionsles de busqueda 
de raices
VI.2.2.1.3 .- Câlculo de puntos de doble interacciôn
El câlculo de puntos de doble difracciôn estâ ampliamen- 
te descrito en el apéndice AIII.
En el câlculo de doblcs reflexiones, di fracelôn-rol 1rx i «ui 
o viceversa, es frecuente que, al menos, una de las superficies 
implicadas en la reflexiôn sea plana, en cuyo caso el proceso équi­
vale al câlculo de un punto de difracciôn o reflexiôn en el que se 
considéra como manantial la fuente imagen (PS* en figura VI.3)
- (3% -
PS' = PS - 2RR.UN ( 6 . 5 )
o la direcciôn de saiida imngen de UF respecte del piano en Ques­
tion. Cualquier otro caso dehe ser estudiado cuidadosamente para 
encontrar un procedimiento que, fundamentado en dos aplicacioiies 
consecutivas de las leyes de la dit race iôn o (y) reflexion sea 
numéricamcnte efectivo para «jue no se pierda una de las ventajas 
principales de la (iTl), que es su reducido tiempo de calcule.
Vi.2.2.1.4*- Iîûsc|ueda de sf>mbras
Todo procedimiento de bûsqueda de sombras para un deter- 
minado raye consta de las siguientes partes:
-Bûsqueda del -punto de intersecciôn del raye con la es- 
tructura considerada, supuesta de extension infinita.
-En caso de que dicJio punto exista, comprobar si esta 
contenido dentro de les limites finitos de la estructura.
Cuando se trata de una plaça plana, la intersecciôn de 
un rayo, que parte de un punto l’S en la direcciôn UF, con un piano 
(véase figura VI.3), es posible si se verifica que UF.UN < 0,en 
cuyo caso cl punto de intersecciôn Q viene dado por la ecuaciôri: 
g =■ PS + (RR/R) .ÜF.
La comprobaciôn de si esta o no contenido dentro de los 
limites finitos de la plaça se explicô en el apartado VI.2.2.1.1, 
para plaças poligonales. Si el borde esta definido como en (6.2), 
la X" e y" del punto de intersecciôn del rayo con el piano de la 
plaça tiene cpie estar dentro de los limites de definiciôn del 
borde.
En general, en el caso de superficies curvas, para cal­
cula r el punto de intersecciôn Q (figura VI.6), pucde usarse la
misma rubina que se utiliza en el calcule del punto de reflexion. 
En dicho punto Q se verifica que: UI.UN - UP.UN = 0, y sera un punto 
de intersecciôn (rayo sombreado), cuando se verifique: UF.UN < 0, y 
de reflexion, cuando el producto escalar anterior sea positive.
UN
UF,
Fig. VI.6.- Rayo sombreado por superficie curva.
VI.2.2.2.- Modules electromagnetices
En este apartado nos referimos a un conjunto de rutinas 
que calculai! los campos electromagnet ices sobre los diferentes 
rayos: directe, reflejado, difractado, etc., cuando no son sombre- 
dos por los obstaculos. Estes modules pueden ser de dos tipos:
-Particularizados para una determinada estructura (cuiia 
recta, cilindrica, etc.) y frente de onda incidente (ha- 
bitualmente esférico).
-Locales, de caracter general, valides para cualquier es­
tructura y frente do onda incidente, siempre que se es- 
pecifiquen cornu dates de entrada las propiedades "locales” 
de dicho frente de onda y de la estructura en el punto de
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reflexion, difraccitSn, etc,
Los moclulos del primer tipo (46] tienen la ventaja de su 
simplicidad, ya que pueden llevar incorporados el trazado de rayos 
y el calculo del campo lejano, pero tienen el inconveniente de par- 
ticularizar la estructura y el frente de onda incidente, y el de 
necesitar un programa posterior de sombreado del rayo correspon- 
diente que, en caso de existir sombra, puede hacer inutil el cal- 
culo, previamente realizado, del correspondiente rayo reflejado o 
di f ractado.
Asi pues, en general, hay que construir programas del 2? 
tipo que puedan ser aplicados al calculo de los campos reflejados 
y difractados en cualquier superficie y a cualquier distancia de 
la misma, una vez conocidas las caracteristicas locales de la es­
tructura y del frente de onda incidente en el punto de interacciôn 
del rayo con dicha estructura. Ademas, los resultados obtenidos 
con este tipo de programa pueden servir de datos de entrada para 
una segunda interacciôn.
V I .2.2.2.1 . - Calcule del campo directe
Entendiendo por rayo directe el que sale directamente 
del manantial y llega a un punto (o direcciôn de campo lejano), 
sin tener en cuenta la presencia de ninguna estructura, el calcu­
le del campo directe en una direcciôn UF se reduce a:
-Définir el punto P de calcule en el sistema de coordena- 
das del manantial (x ', y ', z ').
-Calcular el campo correspondiente en la suhrutina de la 
"fuente". En el caso de varias opciones de fuente, se 
sclecci<»na esta mediante un indice.
-Ohtcner las componentes E^, E^ de campo lejano en cl sis­
tema de coordcnadas global (x, y , z), y referir la base
a I or i gen de <11 cho sistema.
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VI.2.2.2.2.- Calculo del campo reflejado
Se utiliza, en general, una rutina "local" fundamentada 
en la formulaciôn del capitule III y apéndice A U .
Una vez calculado el punto de reflexion, para accéder al
calcule del campo reflejado hay que efectuar los siguientes pasos 
previos:
Calcular el campo incidente en el punto de reflexion 
(el campo incidente puede ser, a su vez, otro campo 
reflejado o difractado previamente calculado).
Définir direcciories principales y curvaturas principa­
les del frente de onda incidente y de la superficie 
reflectora en el punto de reflexion (apéndice AIII).
En calcules de diagramas de radiaciôn el programa permite 
obtener los campos E^, E^ de campo lejano en el sistema de coordena^ 
das global. En câlculos de campo cercano se obtienen las componen­
tes rectangulares del campo reflejado asi como los radios de curva- 
tura y direcciories principales del f rente de ondas reflejado (capi-
tulo II y apéndice All), en el punto de câlculo del campo.
En el caso de câlculo de campo reflejado lejano en plaça 
plana, el problema se reduce a calcular el campo radiado por la 
fuente imagen PS' dada por la ecuaciôn (6.5)*
Diclio campo es:
ËR =-Êl ♦ 2lÊl.ÜN).ÜN
siendo El el campo incidente en el punto de reflexion. Iinalmente 
el campo debe expresarse en componentes y E^ de campo lejano:
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Eq =E cos6cos(t>4-e cos8sen$ - E sen 0 o x  y z
E^ =-E sen^ + E cos 0 
(*) X y
F,s obvio que, este caso puede ser también tratado con La 
subrutina "local", anteriormente mencionada, liaciendo nulas las 
curvaturas de la superficie y definiendo las direcciones principa­
les Oj y segun la figura VI.3:
_ PB-PÂ
de manera que;
“ l' IPB-PÂl
PC-PA 
“ 2 ' IPC-PÂI
iXjX =UN
(6.6)
VI.2.2.2.3 .- Câlculo del campo difractado en borde
Una subrutina de carâcter local permite calcular el cam­
po difractado en cuiia (recta o curvada), segun la UTD (capitule 
IV), con la inclusion, si se desea, del câlculo del campo difrac­
tado con pendiente de la MUTD (capitule V, apartado V .4).
Una vez conocidos los puntos de difraccion, hay que efec­
tuar los siguientes pasos previos al câlculo del campo difractado 
correspondiente a un determinado punto de difraccion:
Calcular el campo incidente en el punto de difrac­
cion ((|ue puede ser otro campo reflejado o difrac­
tado previamente).
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Defiiiir direcciones y curvaturas principales del fren­
te de onda incidente y de cada una de las superficies
que forman la cuna en el punto de difraccion.
Définir los vectores unitarios tangente y normal al
borde, asi como la curvatura del mismo en el punto de 
dif raccion.
En el caso en que se desee incluir la difraccion con pen­
diente, y con el objetivo de determinar numéricamente la pendiente 
del campo incidente, hay que calcular ademas el campo incidente en 
otro punto I” proximo al punto de difraccion P, situado a lo largo 
de la normal al piano de incidencia ligado al borde
P‘ =P . 6n
siendo g un pequeno iiicremento ( = 0.01\) y n el vector unitario nor­
mal al piano de incidencia ligado al borde, de manera que la pen­
diente del campo incidente se pueda aproximar por:
d Ë j  Ë j ( P ' ) - Ê ; ( P )
àn 6
Como en el caso de la reflexion, en la subrutina de di­
fraccion se oueden obtener resultados de campo lejano, o de campo a 
distancia finita, obteniéndose en este ultimo caso,ademas de las 
componentes rectangulares del campo, las direcciones principales y 
radios de curvatura principales del f rente de onda difractado.
Para que la rutina anterior sea valida, debe veri f icarse 
la condiciôn dada en [38] de que la distancia de los rayos difrac­
tados n las superficies que forman las cunas, exceda la cantidad 
(ka^) siendo a e l  radio de cada superficie. Tampoco es vâ-
1 Ida en las câusticas de rayos difractados. En dicho caso se ut i- 
lizan môdulos de câlculo fundamentados en la teoria expuesta en el 
apartado V .3.
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El caso de cuna recta es un caso en el que las entradas
a la programaciiSn se simplifica :
- Las curvaturas principales de las superficies que for­
man la curia son nulas, y las direcciones principales 
°l ^ *2 cada cara de la cuna, son como las defi-
nidas en (6.6), caracterizando la curia con dos puntos
(PA, PC) del horde y un punto (PB, PB') en cada cara
de dicha cuna.
- La curvatura del borde es, evidentemente, nula y el 
vector unitario tangente, UW, esta definido por
  PC-PA
UW = —
PC-PAl
PC
PA
PBPB*
Fig. VI. 7.- Geometria de curia recta.
La correcc iôn de vertices, si se desea, se hace en otra 
rutina, fnndamcntada en la teoria désarroilada en el apartado V.2.1
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VI.3.- APLICACION A UN CASO rARTICULAR SENCILLO
Para la realizacion practica de los cases reales se lia 
désarroiiado un programa de câlculo en lengua.je Fortran tjue in- 
cluye los subprogramas dcscritos anteriormente y que se procesa 
en el ordenador del Centro de Câlculo del CSIC (Cyber l80/85S)*
Como se ha explicado en el apartado anterior, la organ i- 
zaciôn y selecciôn de rutinas para calcular el campo electromagné- 
tico total radiado por una antena en presencia de una determinada 
estructura depende del trazado de rayos seleccionado en el sistema 
rad i ante.
Como ejemplo de aplicaciôn de la programaciôn expuesta 
a un caso sencillo, ilustrativo de la influencia de los diferen­
tes rayos, incluido el rayo difractado con pendiente, se présenta 
el d i polo de media onda de la figura VI.8, que estâ orlentado pa- 
ralelamente a una de las caras de la cuna recta sobre la que el 
dipolo va montado, y perpendicular al borde de dicha cuna. En este 
ejemplo el sistema de referencia de la antena coincide con el sis­
tema de coordenadas global (x, y, z).
/7/////y//////^//////^/A
irmMe d*
Li'mlte de reflexion
Fig. V1.8.- Dipolo situado rerca de cuna recta. Trazado de rayos
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El trazado de rayos para una determinada direcciôn de 
salida, eu el piano de diagr-aina xz, se esfjuematiza en la figura 
VI.8, siendo el significado de los numéros asignados a los dife­
rentes rayos el slguiente:
1.- Rayo directe.
2.- Rayo reflejado.
3.- Rayo difractado ordinario.
4.- Rayo difractado con pendiente.
Ilay c|ue iiacer notar que en el e jemplo considerado, la 
distancia, relativamente pequena, del dipolo a la superficie pro­
duce una fuerte pendiente del campo incidente en el borde, lo que
hace necesario, en este caso, incluir el rayo difractado con pen­
diente (rayo 4)* fn la figura VI.9 se représenta el campo total 
de la MUTD (con y s in difraccion con pendiente) y la contribuciôn 
de los diferentes rayos en la parte mas significativa del diagrama 
de radiaciôn en el piano xz.
Hay que hacer notar que la inclusiôn del rayo difractado 
con pendiente hace desaparecer las discontinuidades del limite de 
sombra y reflexiôn, fundamentaImente la primera.
El diagrama de radiaciôn del dipolo de media longitud de 
onda, en el espacio libre, normalizado a la unidad en la direcciôn 
de maxima radiaciôn, es:
-  c o s I(7i/2)c o s  0] 5
E = ----------------    o
se n  0
que, segiin puede apreciarse en la figura VI. 9, estâ notablemente 
mod i f i cado por la presencia de la cuna y el efocto difractivo de 
la misma.
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50 60 70 80 90 100 110 120 130
'n J
Campo t o t a l  sin d i f r a c c i o n  en p e n d i e n t e  
Campo Ip I a I con d i f r a c c i o n  en p e n d i e n t e  
R a y o s  d I r ec t o ^ / o  r ef I e ) ad o 
Rayo d i f r a c t a d o
Ray o  c o r rec t or  de d i f r a c c i o n  en p e n d i e n t e
Fig. VI. 9. - Diagrama cle radiaciôn de dipolo x/2 sohre ciifia recta.
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VI.4.- APLICACIUN A UN CASO REAL: SATELITE IIIPPARCOS
Con objcto de mostrar la forma de aplicar la teoria geo- 
métrica de la difraccion a antenas embarcadas, y comprobar su uti- 
1idad en la prediccion de diagramas de radiaciôn, Memos elegido el 
caso de las antenas de telemedida y telemando del satélite Mippar- 
cos, que es un proyecto actual de la A g e n d a  Europea del Espacio.
o Antena cartBolde
F VI. 10 Esquema del sistema antenas-satelite.
En la figura VI.10 se ha representado un alzado del sis­
tema antena-saté 1ite. En ella se muestra el sistema de coordenadas 
global (x, y , z), estando el eje z orientado segun la normal al 
piano del papel en seiitido hacia afuera.
bos antenas en banda S, una situada cerca de la parte su-
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perior de la estructura (antena cardioide) y otra situada debajo 
del satélite, desplegada lateraImente (antena fill-in), cubren en­
tre ambas los 3609 de cualquier piano de radiaciôn.
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Fig. VI.11.- Désarroilo de la estructura del satélite.
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Eii In Figura VF. 11 se esf|uemakiza el desarrollo lateral 
de la estructura del satélite. En el la se indica la nutneraciôn de 
los vertices, de los bordes y de las caras, necesaria para la pro- 
gramaciiSn C.TD, y para poder identi Ficar un determinado rayo con cl 
borde o cara donde se di Fracta o refleja. Las dimensiones de los 
bordes cstân comprondidas entre una y diez longitudes de onda.
En la programaciôn GTD de este caso es necesario emplear 
dos paquetes distintos de trazado de rayos, uno para el estudio de 
la antena cardioide (parte superior), y otro para el estudio de la 
antena Fill-in (parte inFcrior).
VI. 4.1.- ESTUDIO DE LA ANTENA CARDIOIDE
La antena que hay que montar en la parte superior de la 
estructura es una antena en banda S, de baja ganancia, disenada 
por INTA [47 1, que ha si do utili zada en diverses proyectos espa- 
ciales de la Agencia Europea del Espacio (ESA), (Figura VI.12).
La antena aislada funciona con polarizaciôn circular, 
tiene un diagrama de radiaciôn de tipo cardioide como el que se 
indica en la Figura VI.13 (a la Frecuencia f=2.063 MHz) y cubre 
±125- desde el eje (z '--z; 0 '=O coincide con la direcciôn ô=l809 
de la Figura VI.14), con una directividad igual o superior a -4 
dBi en cada direcciôn. En la Figura VI.13 los simbolos EL y ER se 
refieren a las direct 1vidades de las componentes de polarizaciôn 
circular a izquierdas y a derechas, respect!vamcnte.
Cuando montamos dicha antena sobre el satélite, la ra­
diaciôn trasera interacciona con la estructura. Los efectos de 
rc Flexion y d i F race i ôn produc idos por dicha estructura puede 11e- 
gar a ser importantes y degradar las caracteristicas de radiaciôn 
de la antena exigidas, por lo que dichos cFectos deben ser estu- 
diados, para poder optimizar la pos i c iôn de la antena o modiFicar 
su d i agrama de radiaciôn.
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Fig. VI.12.- Fotografla de la antena cardioide,
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Fig. VI.13.- Diagrama de radiaciôn de la antena cardioide aislada.
V I .4 .1.I.- Trazado de rayos y sus regiones de influencia
El trazado de rayos para una determinada direcciôn de 
campo lejano se indica en la figura VI.14. El significado de los 
numéros asignados es el siguiente:
1. Rayo directo.
2. Rayo reflejado en alguna cara
3 a  11. Rayos simplemente difractados en bordes 1 a 19.
12 a 14. Rayos difractados-rpflejados asociados a los 
pancles solares 1, 2 y 3-
15- Suma de rayos dohlcmente difractados por dos bordes
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Fig. VI.14.- Trazado de rayes para la antena cardioide.
- 154 -
uno (le la estructura y otro del panel solar.
16. Suma de rayos doblcmente difractados por dos bordes 
de la estructura.
17- Otros rayos difractados en bordes y reflejados en 
algûn apéndice de la estructura principal.
18 a 29. Rayos simplemente difractados por bordes 27 a 
38.
Hay que senalar que, en general, todos los rayos indi 
cados anteriormentc no son necesarios para calcular el campo le­
jano en una direcciôn determinada, pero el programa de câlculo 
explora siempre su existencia.
60
90
120
150
10
Fig. VI. 15.- Zonas de sombra nroyectada nor el cuerpo del sa tel U e  
y de los naneles solares, desde la nosiciôn baja del 
centre de fase de la antena cardioide.
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Fig. VI.l6.- Zonas de reflexion producidas por el cuerpo del saté­
lite, desde la posicion baja del centro de fase de la 
antena cardioide.
Si suponcroos que la antena esta situada en una posicion 
baja en la que no se ven los paneles solares y considerando linica- 
monte los rayos de optica geométrica (incidente y reflejados), se 
obtienen las zonas de sombra y reflexiôn de las figuras VI.15 y 
VI. 16 . De di chas figuras puede deducirse, en un principio, que la 
cobcrtura de la antena es mayor que la que se le exige ( ± 1 2 0 9  des­
de su eje), montada en la estructura del satélite, pero habrâ que 
contrôlai' el nivcl de los minimos que aparezcan en el diagrama de 
radiaciôn. Dichos minimos, debidos a las reflexiones en la estruc­
tura ; se sitôan en la rcgiôn de cobcrtura de la antena, segôn se 
puede observer en la figura VI.l6.
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V I .4.1.2.- Resultados teôrico-experimenbales sobre modelo simpli- 
C icado
Con el objetivo de estudiar la influencia de la estruc­
tura superior del satélite sobre las caracteristicas de radiaciôn 
de la antena cardioide y comprobar la validez del método GTD en 
la predicciôn del diagrama de radiaciôn del sistema, se ha cons- 
truido una maqueta (figura VI.17), en material conductor, que res- 
ponde a un modelo simplificado de la estructura real y que ha sido 
medida en la base de medidas de antenas en campo abierto del INTA.
El trazado de rayos es el mismo que el efectuado en la 
estructura compléta (figura VI.14), exceptuando los rayos referon- 
tcs a pancles solares.
Los resultados teôrico-experimentales que se obtienen, 
si se considéra el caso peor (el corte *=09 y 8 variando entre o9 
y 3609), apareccn representados en las figuras VI .18 y VI.19, don- 
se se ha considerado una posiciôn alta y otra baja de la antena, 
respectivamente. La ultima posiciôn corresponde a una posiciôn ôp- 
t ima.
En la figura VI.20 se muestran los resultados de la am- 
plitud de la componente E^, en la posiciôn alta, representados por 
ordenador. El asterisco représenta el cam[>o résultante de todos 
los rayos considerados. Cada numéro hace referencia a la componen­
te del rayo correspondiente (segûn la nomenclatura de la figura 
VI.14). Para los rayos con numéro de asignaciôn superior al 10 
(que sc marca con un "0"), se les hace corresponder una letra del 
alfabeto (desde la A hasta la Z). En dicha representaciôn, a las 
amplitudes menoros que -40 dB respecte del mâximo se les asigna 
un valor de -40 dB y se imprime en abcisas el numéro del primer 
rayo encontrado con dicho nivel de amplitud (o inferior).
De las figuras mèneionadas anteriormente puede concluir- 
sc, en primer lugar, la buena concordancia entre los resultados
57
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Fig. VI.18.- Dircctividad de la antena cardioide, con estructura, 
para posiciôn no ophimizada y comparaciôn con los re­
sultados expérimentales.
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Fig. Vt.19.- DJroctLvidad de la antena cardioide, con estrnctnra, 
para posiciôn optimizada. Comparaciôn con resultados
expérimenta 1 e s .
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teôricos y expérimentales, lo que demuestra que la GTD, en la ver­
sion MUTD elegida, es una buena herraraienta para la predicciôn del 
diagrama de radiaciôn del sistema antena satélite. Por otro lado, 
aunquc con la antena en la posiciôn mâs alta el limite de sombra 
estâ mâs lejos que en la mâs baja, los minimos relativos que apa- 
recen en aquella posiciôn, tanto en la polarizaciôn principal como 
en la potencia total, no son aceptables, dadas las especificaciones 
de la antena. En la posiciôn mâs baja dichos minimos son tolerables, 
constituyendo esta la posiciôn ôptima dentro de las limitaciones 
que impone el montaje general.
La causa principal de deformaciôn de diagramas de radia­
ciôn la constituyeri las ref lexiones producidas sobre la estructura. 
Ademâs, el efecto de la difracciôn en bordes cerca de los limites 
de sombra limita la cobertura de la antena.
Ilay que hacer notar que la mayor diferencia existente 
entre los resultados teôricos y expérimentales, situada en ângulos 
prôximos a I8O8, es debida a la no consideraciôn del efecto de 
sombra de la propia antena.
VI.4 .2.- ESTUDIO DE LA ANTENA INFERIOR. ANTENA FILL-IN
La antena que se situa desplegada en la parte inferior 
de la estructura, es una antena en banda 5 [47], de tipo logaritmo 
periôdico (figura VI.21), cuyo diagrama de radiaciôn se représenta 
en la figura VI.22. Esta antena cubre un ângulo de ±85- desde su 
eje (z'=z), con una potencia superior a -4 dBi.
En la figura VI.23 se présenta un esquema de la parte 
inferior del satélite, mostrando la posiciôn de la antena desple­
gada. En dicha figura aparecen la tobera, cônica, y los paneles 
solares, cuya influencia si que serâ importante en el diagrama de 
radiaciôn de la antena fill-in.
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Fig. VI.20.- Contribuciôn de los distintos rayos considerados a la 
componente p ira posiciôn no optimizada de la antena 
Salida obtenida directamente por impresora.
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Fig. VI. 22.- Diagrama tie radiaciôn de la antena logaritmo periodica.
VI.4.2.I.- Trazado de rayos y sus regiones de influencia
El trazado de rayos para la posiciôn de la antena consi­
derada se esquematiza en la figura VI.24* El significado de los nu­
méros asignados a los diferentes rayos es el siguiente:
1. Rayo directo.
2. Rayos reflejados en superficies planas.
3. Rayo reflejado en cono.
4. Rayo doblemente reflejado en cono y piano.
5 a 8. Rayos simplemcntes difractados en borde del cono.
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Fig. VI.23.- Fsqucma de la estructura inferior del satelite
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Fig. V I .24.- Trazado de rayos para la antena fill-in.
9 a 26. Rayos simplemente difractados en hordes rectos 
de la hase.
27. Suma de rayos difractados en hordes latérales.
28. Rayo dohlemente difractado en hordes.
Las regiones de sombra y reflexion de los rayos de optica 
gcométrica se ban representado en las figuras VI.25 y VI.26. A esta 
antena se le exige cuhrir ±65- a partir del eje, cuando esta monta- 
da sohre la estructura, con una directividad total superior a -4 dOi
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en lo que respecta a la poiarizacion principal (en componentes cir- 
culares, la exigencia de cobertura es de -6 dfîi.
En la figura VI.25 se puede comprobar que los limites de 
sombra se situan por encima de 70?. En cuanto a las regiones de re­
flexion (figura VI.26), se puede observer que la existencia de ra­
yos reflejados en la base del satélite y en los paneles solares, en 
direcciones 6<70?, puede dar lugar a minimos que degraden la cober­
tura de la antena.
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Fig. V I .25.- Zonas de sombra proyectada por el cuerpo del satélite, 
paneles solares y tobera, desde la posiciôn del centro 
de fase do la antena fill-in.
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Fig. VI. 26.- Zonas de reflexion prodiicidas por el cuerpo del saté­
lite, paneles solares y tobera, desde la posiciôn del 
centro de fase de la antena fill-in.
VI .4.2.2.- Estudio teorico-cxperimental
Con el fin de estudiar la degradacion del diagrama de ra 
diacion de la antena fill-in en presencia de estructura, se ha ela 
borado un tnodelo matematico, basado en la GTD, con el trazado de 
rayos de la figura VI.24, y una maqueta segun el esquema de la fi­
gura VI.23, que ha sido medida on la base de antenas del INTA.
En las figuras VI.27 y VI.28 se presentan los rcsultados 
teorico-expcrimentales para la polarizacion circular principal de
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Fig. VI.27.- Polarizacion principal de la antena fill-in, con es 
tructura, para *=909.
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Fig. VI.28.- Polarizacion principal de la antena fill-in, con es­
tructura, para *=3309.
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la antena con estructura en los pianos de diagrama *=909 y *=3309, 
que constituyen pianos paralelos a un panel solar y a uno de los 
bordes de la base, respect!vamente.
En el caso *=3309, considerado como caso peor, puede ob- 
servarse un minimo, cerca de 9=659, en el que la antena puede de- 
jar de cumplir especificaciones, por lo que dicho minimo debe ser 
control ado. Mediante la realizacion de medidas sobre la maqueta, 
efectuando un barrido en *, alrededor de 0=659, se ha podido com­
probar que la antena cubre un ângulo de ±659 alrededor de su eje
Tanto en la figura VI.27, como en la VI.20, puede obscr- 
carse una buena concordancia entre los resultados del modelo GTI) 
y la experiencia. En el caso del piano *=909 y en sus proximida- 
des, la principal causa de la degradacion del diagrama es la re­
flexion y difracciôn de la radiaciôn en los paneles solares.
En el piano de diagrama *=3309 y en sus proximidades, 
la causa mis importante que motiva la deformaciôn del diagrama de 
radiaciôn es la reflexion en la base del satélite.
CONCLUSlüNBS
La uLilizaciôn de la técnlca de "rayos" en ci estudio de 
lin iirnblema de difracciun electrumagnctica, en alta frecuencia, coii- 
viei'te ni prnblema original en otru fundanentalmente geométrico. La 
mas aiiLigua de dicbas bécnicas, ia ôpbica geométrica, introduce el 
connnpi.o de rayn y es de facil apI icaciôn, pero tiene el inconvc- 
nieiite l'iindamental de predecir campo nulo en la région de sombra 
de los ubstâculns y ^ n  las regiones de câusticas de rayos refleja­
des . La optica fisica sirve como alternativa para solucionar el se- 
gnndo defecLo mencionado de la ôpbica geométrica, pero no es capaz 
de solucionar el primcro, siendo banbo mâs imprecisa cuanto mâs nos 
alejamos de la direcciôn especular. Sin embargo, la GTD, descrita 
como extension de la ôpkica geométrica para incluir los rayos di- 
f ractados, solue iona el problema de las regiones de campo nulo de 
la ôpt i ra geométrica. La transiciôn de las regiones de lu* a las de 
sombra se bacc de una manera continua, utiiizando la formulaciôn u- 
niforme (UTD) que ba sido expuesta para obstaculos conductores.
La difracciôn en vértice de borde, deducida de un concep- 
to de corrientes fundamentado en la tcoria fisica de la difracciôn, 
se da cn forma de campo eleckromagnético de rayo, para sumarse al 
campo del rayo difractado en borde, lo que hace dicba soluciôn muy 
util a la bora de introducirla en un programa de computador. Lo 
mismo ocurre con la dif racciôn en pendiente (MUTD), cuyo campo a- 
socindo se suma al campo del rayo dif ractado ordinario. Para el ca­
so de câusticas de rayos difractados se sugiere una soluciôn inte­
gral fniidamentada en corrientes équivalentes o factures de correc- 
ciôn.
L.t finalidad perseguida en la concepciôn "modular" del 
programa de câlciilo désarroi lado, basado en la teoria geométrica 
de la di f racciôn expuesta, lia sido la de predecir las deformacio- 
nes de las antenas de alta frecuencia cmbarcadas en los complejos 
vebiculos espacialcs, que piieden ser descompiicstos en un con junto 
de clementos simples talcs como superficies planas y curvas con
*( no es valida )
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bordes, y ha resultado ser de gran efectividad en los cases a los 
que se ha aplicado. La comprensiôn fisica del mecanismo de disper­
sion de cada problema en estudio queda enormemente facilitada me­
diante representaciones grâficas adecuadas.
Las investigaciones referentes a métodos de alta frecuen­
cia aplicados a sistemas radiantes apuntan hacia la combinaciôn de 
métodos GTD, ôptica fisica y técnicas espectrales que, utiiizando 
la relaciôn existante entre la transformada de Fourier del campo 
lejano disperse y las corrientes de superficie de los disperseras, 
permiten identificar las deformaciones sobre éstos y actuar inter­
act ivamente , sobre les mismos, a la vista de los diagramas de ra­
diaciôn simulados. Las présentas técnicas cobran especial interés 
en el estudio de los cada vez mâs sofisticados sistemas de antenas 
de reflector para comunicaciones via satélite.
La teoria geométrica de la difracciôn desarrollada en el 
espacio real puede ser aplicada a haces gaussianos que representan 
ondas localmente planas e inhomogéneas, utiiizando el concepto de 
punto fuente compleja introducido por Deschamps [6 ). Esta es una 
de las prôximas tareas a realizar para mejorar el programa de com­
putador désarroilado.
APENDICE AI
TRANSFORMACIONES ALGEBRAICAS ASOCIADAS A FORMULAS EMPLEADAS
AI.l.- NOMENCLATURA UTILIZADA PARA LOS OPERADORES VECTORIALES
En el actual Apendice se ha aceptado el simbolismo de Eins­
tein, segun el cual, la repeticion de un indice en un término suple 
al simbolo Z de sumatorio; es decir, un vector e puede ponerse en 
la forma:
ê = «i«i (Al.l)
donde e^ son sus componentes y u^ los vectores unitarios coordena- 
dos.
En estas condiciones, los operadores vectorial es habituales 
se expresan de la siguiente manera:
DIVERGENCIA: V . ê  s  L
èxj
ROTACIONAL: ^  % g - Xjûj
siendo X| =
j
â«k
donde a la sucesiôn 1=1, 2, 3 corresponden las 
j=2, 3, 1; K=3, 1, 2 respectivamente.
ROTACIONAL DEL ROTACIONAL: V ^ = 7 x ^ X
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Ô A  _
GKADTENTE: V A = ---- Uj
à X ;
a ^ A a^A
LAPl.ACIANA ESCALAR: A A =
LATLACIANA VECTORIAL: A ê = ( A g;) Ü;
AI.2.- DEDUCCION DE LA ECUACION DE ONDAS(3-7)
Si el campo elécbrico E se considéra descompuesto en la 
f orraa : ,
Ë = î
donde L y e son dos funciones (escalar y vectorial respectivamente) 
del vector de posiciôn R, la ecuaciôn de ondas ( 3 1 )  équivale j ni - 
cialmente a:
ç 2 , -jkL-,
k ^ ê --------------= 0  ( A l . 2 )
,-jXL
Ahora bien, apiicando a V^ la conocida relaciôn vectorial:
V ^ â . V I V . î l - AS
se obtiene:
= VlV. ê)l -A(e‘j'*‘-ê) (Al.3)
Al.2.1.- DESARRÜLLO DE ? . (e"'^^^ e)
Tenicndii cn cuenta (Al.l)
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V.(e-)kLê)= — (e-ikL ^.) ^ ^-jkL
dXj
e-i«<L[ÿ^ -  jk (V L .ê ) l
fàc: ÔL
[5 7 7 - ‘V " .
Al. 2.2.- DESARROLI.O DE V ( V . ( ô )J
queda:
Aplicando el operador gradiente a la expresion anterior
VlV.(e’ ‘^^ ^5)l= e'^ '^ ‘-lV(V.ê)-jkV(VL.ë)-jkVL(V.ê)-k^VL(V L.ê)l
En consecuencia,
7 f V {,-jkL =n
 :----------------= k^7L(VL.?) + j k l 7 L ( 7 . * ) * V l V L . î ) l - V ( V . î )
(A..4)
AI.2.3 .. DESARROLLü DE &(e~'^'*'^ê)
En virtud de la de f i m e  i on de la laplaciana vectorial
A l . - i ' " - : )  = A (e - i '< ‘- . i )  Sj
ademâs,
Aie-''"-.,) =
Por otra parte,
0 x 2
e-jkL
d 2(,-jkL,.) a4 .-i
a «7 a X
a^ «i , a,"''"'- ae j
----L ♦ 2 ------- --- L. ♦
d X| à X^ ax,
a^e. a L ae j
---^ - 2ik----
a«7 à«i a ^ ‘
dx
dx
k  ^ \  •  ik ^  i •  I
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y agrupando los términos correspondlentes a x^, x^ y x^:
= e-jkL(^ç. _ 2jkVL.V«j - k2(VL.VL)ej - jkALCjl
Finalmente, multiplicando por y sumando respecte a i se
obtiene:
A(e-i‘<'"e:)Qi
= Aë- 2jk(VL,V)ê- k^(VLVL)ê - jkALë
( A l . 5 )
Sustituyendo (Al.5) y (Al.4) en (Al.3) y, a continuacion 
en (Al.2) se obtiene:
k^lë -(VLVL)ê +VL(VL.ë)] + 
jklVKV.ë) +V(VLë) - 2(VL.V)ê -ALël ♦
[Aë -V (V.ê)l = 0
APENUlCIi Ali
MOOIFICACIONES DEL FRENTE DE ONDAS DE UN RAYO EN LA REFLEXION
AII.l.- MATRICES DE CURVATURA DEL FRENTE DE ONDA INCIDENTE Y DE LA 
SUPERFICIE REFLECTORA
Sea el vector unitario que corresponde a la direcciôn 
de un rayo que incide sobre una superficie l en el punto 0 donde 
C présenta dos radios de curvatura principales R ^ y R ^ . El ângulo 
que Forma x con la normal unitaria u a E es a' (Fig. AII.L.a)
Fig-AII.l R e f e r e n d a les ligados a las très superficies
que intervienen en la reflexion: E , ref1ectora; 
Z ^ , f rente de onda incidente; Z^, f rente de ori 
da reflej ado.
Si sobre Z se eligcn dos vectores ortonormales u ^ y u^
perpendiculares a u^ (direcciones principales sobre Z en 0), un
punto genérico de E , proximo a O, vendra definido por el vector
do posicion r tal que
J ~ \ — — (T . C f ) U 2 (A2.1)
2
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siendo
î a * ^ 2 ^ 2
un vector sobre el piano tangente a Z en 0 que tiene las mismas
componentes t ^ y t^ segûn u^ y u^ respectivamente que el vector
r .
Entonces, el segundo sumando
- -^ ( t . C t) Û 3 (A2.2)
representarâ la separacion, segûn u^ de Z respecte a su piano
tangente. En una superficie convexa, esta separacion sera evi-
dentemente negativa tal como se expresa en (A 2.2). Ademâs, el 
producto escalar t.et (donde c es una matrix de transFormacion 
del vector t), es una forma cuadrâtica que aproxima dicba super­
ficie con un desarrollo de Taylor.
2  es la matrix de curvatura de Z que, por ser simétri-
ca, admite dos autovectores -las direcciones principales u^ y u^ 
y dos autovalores -los radios de curvatura principales p ^ y p .
Del mismo modo, si sobre el f rente de ondas incidente
X — —
z en 0 se eligen dos vectores ortonormales x^ y x^ (direcciones 
principales de en 0), perpendiculares a x^, la fase transpor-
tada por dicho f rente de ondas en el punto r de Z sera KL(r) con
L( r ) = 2 ♦ —  (x.o'x) (A2.3)
2
donde k es la constante de propagaciôn, x la coordenada de 0 se- 
gûn X3
X = 2
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es un vector situado en el piano transversal al rayo incidente y 
la matrix de curvatura del Trente de onda incidente en 0.
A U .  2.- MATRIZ DE RELACION ENTRE LAS MATRICES DE CURVATURA
La relaciôn entre ambos sistemas de coordenadas: los aso 
ciados a la superficie reflectora Z y al Trente de onda incidente 
Z ^ , puede expresarse determinando las coordenadas (x,x) de r dado 
por ( A2.1 ). Es fâcil ver que dichas coordenadas vienen determine 
das por:
X = ftî 
1
Z = V. t - — - T c T COS 8 (A2 .4 )
La primera es évidente si Q es la matrix
X) . Uj r:))
que expresa la proyecciôn de t sobre un piano x=cte.
En cuanto a la segunda, se deduce de ( A2.1 ) multipli- 
cândola escalarmente por x^:
 ^ *3 " ^ *3 ”  —  ( t . c T )  Û3 . X 3
pues es évidente que
— a i . , 3 ,.3Z s r . X , ; CCS 0* s Q, , X.
y en cuanto al primer término del segundo miembro, se puede su- 
poner que
X 3 = V * v l
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donde
y •  * , ü ,  .  y j Û 2
es un vector paralelo al piano tangente a Z en 0 y w es normal a
Z. En tal caso, como w.t=0, se deduce
t . X 3 s T , V
Sustituyendo ahora la segunda de ( A2.4 ) en ( A2.3 ) se
obtiene
L(f) = 7.x* J - ( x . q ' x  - t cT COS 0')
2
y liacieiido lo mismo con la primera de ( A2.4 ) en el primer tér­
mino del paréntesis, éste se transforma en:
x .q 'x -  T.cTcos  0 ‘ = n t . Q ' ( Q T )  - T . C Î C O S 0 '  ( a 2 . 5 )
T
Por otro lado, si 0 es la matrix transpuesta de 0:
n  t.ÿ = ( Qjj tj ) yj = t j{ Q.J yj ) =
aplicado a ( A2.S) conduce a:
x.o'jf - r . c T c o s  0' = Q ' O T  - T . c c o s  0* T = T . r ‘l
siendo la matrix de relaciôn :
r* = Q' - C COS 0*
con lo que L(r) se podrâ expresar finalmente por:
L(7) = v.T ♦ T . r ' T
17')
La fase sera pues la suma de un término lineal 
k V.T = k 'î
donde es la proyeccion del vector kzu sobre el piano tangente
 ^ X
a E en O y de un término cuadrâtico ligado a la matrix r .
A U . 3.- MATRIZ DE CURVATURA DEL FRENTË DE ONDA DEL RAYO REFLEJADO 
Si se repite el proceso anterior para el f rente de onda 
reflejado, se llega a un resultado analogo. Ahora bien, la condi- 
cién de fase estacionaria aplicada a la reflexion exige que tanto 
los términos lineales como los cuadrâticos (antes y después de la 
reflexion) coincidan, lo cual équivale a:
K •’ s K '
(A2.6)
k'r' = k' r'
La primera condicion de ( A2.6 ) se traduce en la igual- 
dad de los ângulos de incidencia y reflexion ; sin embargo, tenieii 
do en cuenta que el rayo incidente se dirige hacia 0:
X 3 "3Û-a s - COS 8
y que el reflejado se aieja de O
por lo tanto:
- ccos e‘ = n* ♦ ccosS*
Eligicndo como referencial del rayo reflejado xT, el de
-i ^
ducido como imagen del incidente x^, las matrices
- l«0 -
a ' = Q '  = Q
-1
con lo que aplicando sucesivamenbe los operadores (a )T por la iz^  
quierda y (I  ^ por la derecha a la expresion anterior, se obtiene:
=Q' + 2C0S s'( (A2.7)
De esta expresion se van a deducir los radios de curva- 
tura principales asociados al F rente de onda reflejado.
—  X
En primer lugar, como los ejes x elegidos son los co-
^ irrespondientes a las direcciones principales, Q tendra forma dia­
gonal y sus términos serân las curvaturas principales de Z^ en 0^ 
es decir:
J ' / p ;  0 ]
L 0 I/pU (A2.8)
Lo mismo se podria decir de c, con lo que:
p / R ,  0
C =
' / R j .
(A2.9)
Ademâs,
I fil [-«21 «1
de donde
C fi’  ^ =
1 r ^ 2 2 / "^12
fi I [-fi 21 / ^  2 «11 / ^
- l8l
que multipiicada por la transpuesta de Q  ^ conduce a
4 ® 2 2 ® I 2 ®2t®ll
1 R 2 R| " 2
Ifll2 ^22^12 ®21®11 fi?2
R,
« 2 «t « 2  -*
tiene:
Sustituyendo este resultado y ( A2.8) en ( A 2 .7 ) , se ob-
^ ( ^ 2 2   ^ ^21 \
|Q|2 \  R ;  /
/^22^ 12  ^^ 11^21 \
\ «1 « 2 /
(
11
12
1
2 cos 6
inl^
2 cos 6 *
(A2.10)
12
«1
£ n _ \
R j  )
All.4.- RADIOS PE CURVATURA PRINCIPALES DEL RAYO REFLEJADO
Sin embargo, los radios de curvatura principales corres 
pondientes al Trente de onda reflejado, y p^, son los autova- 
lores de la transformacion
r -r
Q ‘ X
es decir, los valores de X que se deducen de:
_ r
o;, - X
' 12
12
« 2 2  - J'
: 0
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que équivale a
X = - T - V  ( - r f  - "
r \2
a = q J,  ^@22 ' ** “ °22" ^ ^  12^
Pero teniendo en cuenta ( A2.10) y los simbolos défini 
dos en (3 .16)
a I /  I I \  CO S 9* /   ^ o i r o i i  \  ^
2 2 9'J IflF \ R, Rj /
f _ ♦ —  W F_
Del mismo modo, en el radicando:
- r L  . w L - ( ^ . î î ^ y  - L / ^ .  ?il)l 
’l’ 2 k A ^ I  '^2/ » A " l  " 2/J
w ^?2 ^  f ^2 ^ _ ^ ^22^12  ^ ^ 11^21
R, ^2/ \ *^ 2
A q ^ w A ^  ♦ w  a  2
donde
" ' " ' " à
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^1 = l / j . . ± / ^ B I 2.®Ii\ 
A »1 ’2/ \  «I «2 / 9'\", « 2 / «A'*! V
J - f — . ..°?i.~?ii . A  . ,  F,
:\9', 92/ \ «1 «2 /
-' pZ , » l l V » M  , 4 l \  Y °22^12 , °ll °2I \ ,
‘ ° \«1 R o/ V r, R,/ \ R, R, /
' p2 l®II ® 2 2  ■ ®I2®2|)^ _ c
7 ' " -------- ^ ------------ '
All.S.- DIRECCIONES PRINCIPALES DEL RAYO REFLEJADO
Finalmente, para determinar las direcciones principales 
del frente de onda reflejado en 0, bastara resolver el sistema:
X| . m ï ; . n S ' j  1 ,
m *  . n* . 1 ) ' »i '
donde y x^ pertenecen al referenda] del rayo reflejado que, 
como se ha indicado anteriormente, corresponden a la imagen, res 
pecto al piano reflector, del referencial ligado al rayo Inciden 
te :
Sj = «j - 2 (5 3 .2 ! l O j j  j . 1,2
Por otra parte, es el vector unitario de una de las d i r e c d o -
nes principales, coneretamente la que corresponde al radio de 
r
curvatura P
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La resoluciôn del sistema anterior conduce a ;
A| a
y la otra direcciôn principal vendra dada por:
vi" _ ~r . r;r
APENDICE A III
ALGUNAS CONSIDERACIONES GEOMETRICAS RELATTVAS A 
PRODLEMAS PLANTEADOS EN ESTE ESTUDIO
En el desarrollo de la programaciôn GTD es necesario hacer 
uso de conceptos georaétricos referentes bien a la estructura de la 
superficie donde se produce la reflexion, bien a la propia determi- 
naciôn de los puntos de reflexion o di fracciôn.
En el primer caso se ha creido oportuno recordar como se 
deducen las curvaturas y direcciones principales relativas a un pun^ 
to sobre una superficie dada por una ecuaciôn explicita z=f(x,y).
Por otra parte, cuando se intenta encontrar el campo eléc^ 
tromagnético emitido por un manantial en una determinada direcciôn 
del espacio y en presencia de un con junto de obstaculos, es f recueil 
te tener que determinar un punto sobre una superficie reflectora 
donde un rayo procedente del manantial debe incidir para que después 
de reflejarse en ella saïga en la direcciôn prevista.
Asimismo puede ser necesario determinar una doble di f racciôn 
en dos bordes rectos, recto y circular o circular y recto (segûn 
sea el orden en que se efectûa la difracciôn). En tal caso, habrâ 
que determinar los sucesivos puntos de diCracciôn.
En situaciones muy especiales estos problemas pueden pré­
sentai' una soluciôn geométrica muy sencilla, sin embargo, en general 
no sera asi y habrâ que preparar un algoritmo de câlculo râpido co 
mo es caracterlstico eu la programaciôn GTD.
A continuaciôu se van a tratar estas très cuestiones.
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A I H . l -  CALCULO DE LAS CURVATURAS Y DIRECCIONES PRINCIPALES EN UN 
PUNTO DE UNA SUPERFICIE.
El proposito de este apartado es el de dar expreslones de 
las curvaturas de una superficie en un punto"P, asi como de los 
vectores que definen las direcciones principales de la misma en d^ 
cho punto, de una forma generalizada.
Fig. AIII.l - Sistemas de ejes absolute y relative
Sea una superficie definida por la ecuaciôn z=f(x,y), en el 
sistema de coordenadas global x,y,z (fig. AIII.l). Ilay que calcu- 
lar las curvaturas principales de la superficie, asi como las com­
ponentes de los vectores unitarios de las direcciones principales, 
en un punto P de la misma, cuyas coordenadas son Xp, yp, Zp en el 
sistema de coordenadas global x, y, z, conocidas la funciôn y sus 
derivadas primeras y segundas en el punto P.
Para estudiar la superficie en el punto P definimos un sis­
tema de referenda x| , y^, z^ , con origen en P. Si tomamos Zj en
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direcciôn de la normal a la superficie, e y^ estarân en el pia­
no tangente.
d z »  f j j d x * f y d y
siendo f y  f^ las derivadas parciales de f respecte de x e y.
Las componentes del vector unitario en direcciôn de la nor­
mal a la superficie en el punto P son, en el sistema x, y, z
-f -f
n a
7 7 7
" x  * Z  I a Tî
y por estar Xj e y^ en el piano tangente
X, » y, = Z, s n 
X ,  . 7 i  » 0  
1 V J  a 1
t
' ♦ 'N'y
( A 3 . 1 )  
(A3.2) 
( A 3 . 3 )
El cambio de coordenadas vendra dado por una relaciôn de la
forma :
/ X r i
y » yp ♦ ((B)) Jy J (A3.4)
iZ , il pi
siendo ((B)) una matriz de 3 % 3 elementos cuyas columnas contienen 
las componentes de los vectores unitarios x^, y ^, z^ en el sistema 
global .
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b|| **12 ** 13^
« B »  * ^21 **22 **23
1 ^3 1 **32 **33-
Partiendo de las exprcsiones (A3.I 1, (A3.21 y f A3.3 ^ , seob 
tienen las cinco igualdades escalares siguientes:
**21 *»32 - **31 *»22 "x
**12 **31 ■ **11 **32 "y
**11 **22 ■ **21 **12 "z
2
« b
2
32 ’ 1
**12 ^ **21 **22
♦
**31
Como una de las variables es arbitraria, eligiendo b^^=0,
se obtiene:
il -
njt.nî
21
"z"y
'I'i *"y
'31
(A3.Si
por lo que la matri* ((b)) tomara la forma:
- i8y -
((B))
"x "z
a a
_ "y "z _ J)x
a a
" x+ny 0
a
Si se dispone de la ecuaciôn de la superficie z=f(x,y), se 
podrân calcular las derivadas parci aies primeras y segundas en un 
punto P de la superficie. Hacienda los cal eu]os corrempondientes 
se obtiene;
**33“ **13*x “ **23*y
_ **^ *xx ^^^xv**l2 **22* **22*yy 
j **3 3 " **13 *x “ **23* y
(A3.6)
à 2 , **11**12*xx*(**12**2r  **n**22)*xy* **21**22*yy
dxjèy, **33 " **13*x **23*y
Desarrollando en serie de Taylor podemns aproximar la su­
perficie f(x,y) en las proximidades de P por:
Z| a ( p x ^  ♦ 2 f x ^ y ^  * q  y ^  ) / 2  » P ( x ^  . y , )
siendo:
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à V
d X?
h. r  s
à x , dy,
IA.1.71
Asi pues, por geometria cliFerencial [2 9], 1 as curvaturas 
principales k| y kg on el punto I’, o curvaturas de las secciones 
normales en dicho punto, cuyo valor absoluto es mâximo o minimo, 
deben ser soluciones del déterminante:
p - k r 
r q - k
= 0
es decir;
( p ♦ q ) - \T( p ♦ q)2 _ 4p q * 4 r2
1.2 =
(A3.8)
y las tangentes principales de direcciones unitarias «j, , que
corresponden a las secciones rectas de las curvaturas principales, 
son soluciones de la ecuacion:
“ ill 0
II 5
r q-kj// “ 12 0
s 1.2
obteniéndose
a
- r
” V(p-k,)2*r2
- (q -k  2 ) 
V|q-K-)2..2
p -  k
/  ( p -  k,)2*r2
22 / ( q -  k.)2 *f2
(A3.9)
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luego las direcciones principales en el sistema de coordenadas glo 
bal se obbienen a partir de las soluciones:
* *11*1 * *12?1 
* 2  - *21*1 * “ 22^1
siendo *1 = (^$1'^21'^31* ® ^ 1 * * * * 1 2 ’ **22* ** 32^
con * I (I * 2  ^ ^ (normal positiva)
Por tanto, a bravés de las relaciones (A3.5), (A3.6), (A3.7) 
(A3.8) y (A3.9) obtendremos las curvaturas y direcciones principa­
les de la superficie en el punto P, si se conoce el valor de la 
funcion y de sus derivadas, en dicho punto, en el sistema x, y, z.
En el caso particular de superficies de revoluciôn 
r* O.k^sq.kjsp.ajjs ®'*12 * ** “ 2I*"*' “ 22*
obteniéndose como componentes de las direcciones principales
ny n
t  “ l y - T  =
„ X 2 byfVy
*2x' — —  *2y* *2z"
d d
siendo d » 1^
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A i n .  2.- ÜETERMINACION DE PUNTOS DE REFLEXION EN SUPERFICIES CON- 
DliCTORAS DE LA FORMA z = r ( x , y ) .
Este problems hn sido nbnrdndo en las referencias [jo] y 
[31 1 pero considerando iinicamente superficies convexas (30I o de 
rcvol uciôii ( 31 1 .
En este apartado, el problema queda resuelto para cualquier 
superficie dada anallticamente por la ecuaciôn z = f(x,y) y cuya cur^ 
vatura sea continuamente positiva o negativa en la region donde se 
prospecciona la soluciôn [32].
El algoritmo descrito es también vâlido para superficies 
dadas por un conjunto de valores puntuales discrètes.
AIII.2.1.- l’LANTEAMIENTO DEL PRüDLEMA Y CONDICIONES pUE DEBE CUM- 
PLIR LA SÜLUCTON.
Supongamos un manantial M, una superficie ref1ectora S dada 
analiticamente por la ecuaciôn z=f(x,y) y una direcciôn de salida 
prefijada para el raye reflejado, dado por el correspondiente vec­
tor uriitario Üp (Fig. AIII.2).
Q X
iig. A I M . 2 - Rcrioxiôii * n una superficie
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Un punto genérico Q de S define en relacién con el manantial 
una direcciôn de incidencia, cuyo vector unitario serô U^. En conse 
cuencia, a dicho punto Q se le podré asociar el vector
Â q  s Ûj - Üy (A3. 10)
donde Up se supondra siempre constante y U^ dependerâ directamente 
del punto Q.
Cuando Q coincida con el punto de reflexiôn R, su vector aso 
ciado Ay, por las conocidas particularidades de la reflexiôn, sera
paralelo a la normal n a la superficie en el punto R.
En estas condiciones, la proyecciôn de Ay sobre el piano tari 
gente a S en Q sera nula. Pero esa proyecciôn viene definida por:
Â q t  = - Ô q X (n^x Â q ) fA3.n)
siendo ny la normal a S en Q:
. : _ 4 = T i - = i = T : — ^---- î
donde f^ y f son las derivadas parciales de z=f(x,y) respecte de x  
♦ ♦ ♦ ^
e y ; i, j, k son los vectores unitarios cor respond ien tes a los e.ies 
X, y, z ; el doble signe indica si la normal se dirige hacia uno u 
otro lado de la superficie.
Si se desarrolla (A3.11) se obtienen las componentes x , y,
z de Ayy:
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*Ty •I*2‘'l*'>‘ *l'x'y**3'y'/°* (A3.12)
*Ti ' | A 3 " x ' ' y l ' V x  ' A2'yI/°^
q 2 = 1 ♦ fJ* f2
con *  f
siendo Aj, Ag y A^ las componentes x, y, z del vector Ag.
Bn el punto de reflexion R, las tres componentes de Agj de­
ben anularse; sin embargo, puede comprobarse facilmente que
^Tz ■ ^Tx * *Tyfy
por consiguiente, si se anulan simultâneamente A^^ y A^^ tambien lo 
hara A^a'
Por lo tanto, el algoritmo buscado exigira unicamente la anu 
lacion de las dos primeras componentes de A^^ como control de estar 
o no sobre el punto K.
AIII.2.2.- MECANISMO l)E APR0XIMAC1ÜN AL PUNTO DE REFLEXION A PARTIR 
DE UN PUNTO r.ENERlCO Ç DE LA SUPERFICIE.
Es obvio que para resolver el problema planteado es necesa- 
rio desarrollar un procedimiento que permita "ir" lo mas rapidamen- 
te posible desdc un punto cualquiera Q de la superficie al punto que 
cumpla las condiciones expuestas anteriormente; es decir, al punto 
de reflexion R.
Este procedimiento se basa en una propiedad que puede enun- 
ciarse de dos formas difcrentes:
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13) Cualquiera que sea el punto al que se ha llegado a lo 1a^ 
go de dicho proceso, el vector cor respond iente al men,
cionado punto, se dirige siempre hacia el centro de refle 
xion buscado.
23) El parametro de control, definido como el angulo que
forman los vectores A^^ y -Ag, viene dado por;
M g  = It/ 2 ± ( O g  ♦ P g / 2 )  (A3. 13)
donde es el angulo que forman los normales a la super­
ficie en el punto Q y en el punto de reflexion R y 8q es 
el angulo que forman las direcciones incidentes desde el 
manantial M a los puntos Q y R respectivaraente.
Esta propiedad sera analizada con cierto detalle en los dos 
casos que pueden presentarse, segun que la superficie S sea conve- 
xa o concava vista desde el manantial M.
AIII.2.2.1.- La superficie reflectora es convexa respecte al manan­
tial .
Este es el caso recogido en la figura AITI.3, donde por seii 
cillez, el problema se ha supuesto bidimensional. Observese que, 
en dicha figura, se ban hecho tres construcciones, en las que -co 
mo se indicé al principle de este Apéndice- Dp es constante y 
variable. Las tres situaciones consideradas corresponden: la primc^ 
ra (punto Rj), al caso en que > */2; la segunda (punto R g ) al de 
i»2 < #/2; mientras que, en la tercera (punto de reflexion R), u= w/2.
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M
Fig. AIII.3 - Reflexion en superficie convexa, manteniendo
fija la direcciôn de salida y la posicion del manantial
Para ver la relacion (A3. 13) que existe entre w ^ @ ^  y 8^  
se partira de la figura AIII.4 en la que se comparan las situaclo 
nés primera y tercera (puntos R^ y R). En dicha figura puede ver­
se que MI queda determinado como uno de los ângulos del triângulo 
Rj Bj (donde R^C^=U^^). Si n y S son los otros dos:
)3 i = 71 - (t^  ♦ 6 ) (A3. U )
Por otra parte, la recta ORj (normal a S en R|) es perpen­
dicular n la DRj (tangente a S en Rj); por consiguiente:
(A3.15)
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Fig. AIII.4 - Variables utilizadas en el establecimiento de 
la relacion existente entre Wj, a^ y B^.
Pero el angulo MR jA j= c +y es exterior al triangulo isosce­
les RjAjCj, cuyos ângulos interiores no adyacentes a el son ambos 
iguales a 8; por lo tanto;
(A3.16)
Ademâs, en el triangulo hRE, los tres ângulos son:
M  = P | ;  A = K/ 2 + % ; E = « ,  + n
por lo
a, ♦ P | + l + n  = n / 2
(A3.17)
en estas condiciones» se élimina ç entre (A3.15) y (A3.16), obteniéndose:
a, ♦26-'ï+îl=n/2
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que, swmada a (A3.17), conduce a
n + 6 = n /2 - (a,+p,/2)
Finalmente, sustituyendo esta ultima en (A3.14) se deduce:
U , = K/ 2 ♦ (o, +P,/ 2 )
Como y 6 ^ se !ian tornado en valor absoluto, es évidente que > */2, 
lo que indica que el vector A^^= C^A^ (véase la figura) "converge" hacia la 
normal, lo cual es équivalente a decir que apunta hacia R.
Si este proceso se hubiera repetido para la situacion segunda, se ha- 
bria obtenido:
de donde < */2, con lo que el vector A^^ "divergerîa" de la normal, apun- 
tando de nuevo hacia R.
Esta propiedad puede emplearse para elaborar un procedimiento de con- 
vergencia en la busqueda de la soluciôn.
En efecto, eligiendo un punto cualquiera de la proyecciôn de S sobre 
el piano XY y aplicando (A3.12) se deducirâ el vector A.J. de manera que el va­
lor absoluto de las componentes x e y de Aj disminuirâ a medida que lo haga la 
distancia entre este y el punto de prueba.
Entonces, a partir del punto (x^, y^) y de las proyecciones A^^, A^^^ 
se obtiene otro punto:
0
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mas proximo a R que el anterior. Repitiendo el proceso sucesiva- 
mente se obtiene el punto de reTlexion con un error menor a la co 
ta prefijada.
Este procedimiento présenta una convergencia excesivamente 
lenta. Para aumentarla se calcula el vector unitario en la direc­
ciôn do acercamiento multiplicado por el radio de exploraciôn de 
la superficie R y por un factor S comprendido entre 0.5 y 1. El 
vector que résulta de esa manipul aciôn es el que sustituye a 
en el trataraiento anterior. Cuanto mayor sea s, mayor es la preci 
siôn del método, pero menor su rapidez. Para valores comprend!dos
entre 0.75 y 0.85» se consigne determiner el punto de reflexion
-4con un error menor que 10 en un tiempo inferior a 100 ms.
la serie empleada sera pues:
(A3.18)
Yi “ Yi-1 *
|At1
AIII.2.2.2.- La superficie reflectora es côncava respecte al ma­
nantial .
Este caso viene representado por la fig. Al.4 y como en el 
anterior podria demostrarse
|lj = H / 2  ilOj-Pi / 2  ) (A3.19)
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a\
M
Fig. AIII.5- Reflexion en superficie concava, mante­
niendo fija la direcciôn de salida y la posi­
cion del manantial.
Sin embargo, no siempre el vector Aj esta dirigido ahora 
hacia el punto de reflexion ; solo cuando sea menor que B^/2. 
Por el contrario, cuando sea mayor que 8^/2, A^ apunta en sen-
tido contrario.
Esta circunstancia obliga a modificar ligeramente a] algo­
ritmo para este caso. En efecto, bastara sumar o restar el termi­
ne correspondiente segûn sea mayor o menor que 8^/2.
- 2  0» -
AT»
Xj » Xj_, ± — R S  ♦ para > (5, /2
y§ * yj_| t rr^R s - para a ; < P ; / 2
lAjl
Ahora bien, en la mayoria de los probleraas que se presen- 
tan prâcticamente la curvatura es relativamente pequena, por lo 
que sera habitualmente inferior a 8^/2. En consecuencia, puede 
servir como régla practica (aunque no siempre valida) el tomar la 
suma para las superficies convexas y la diferencia para las c6nc^ 
vas.
Ilay que indicar ademas que en el caso de superficies cônca^ 
vas puede existir mâs de una soluciôn, pues es obvio que el pareil 
tesis de (A3.19) puede anularse bien porque lo hacen y S bien 
porque se verifies
Oj = P|/2
Esta duplicidad exige subdividir convenientemente la zona 
de busqueda partiendo de puntos (x^, y^) distintos.
Para superficies de gran curvatura, para las que se veri-
fique
a j > f3j/2
debe rccurrirse a un referencial ligado a la normal a la superfi­
cie, controlando las componentes tangenciales de A.p de modo que 
sean menores a la cota preestablecida.
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AIII.3.- DETERMINACION DE LOS PUNTOS DE DOBLE DIFRACCION
Para poder determinar el campo electromagnético emergente 
después de una doble difraccion es necesario conocer los puntos de 
las dos lineas en que se efectuan dichas difracciones.
Debido a la dificultad de abordar el caso general de dos 1^
neas alabeadas cualesquiera y a que la mayoria de los casos prac­
tices que se presentan en la realidad centienen rectas y circunF^ 
rencias, solo se ban tratado elementos de este tipo.
AIII.3. 1 CASO l)K nos RECTAS CUALESyUIERA EN EL ES PAC 10
Supongamos dos rectas All y CD que se cruzan en el espacio,
determinadas per cuatro puntos conocidos A, U, C y D; un manantial
puntual M y una direcciôn de salida s del rayo difractado sucesi- 
vamente en las dos rectas y que proviens del manantial.
El problema consiste en calcular los puntos de difraccion 
Di y Dg sobre su recta respective. Todo esto esta esqueraatizado 
en la figura AIII.6.
Para resolverlo creamos un sistema de ejes trirrectangular 
que llamaremos sistema v y que, en un sistema absoluto x, y, z, 
viene expresado en la forma;
A- 81 
V, xS
V, . -----
|V,xS|
V3 s V, X Vj
- 203 -
Fig. AIII.6 - Esquema del caso de doble difraccion de dos 
rectas que se cruzan en el espacio.
siendo:
Vj = vector unitario de la segunda recta difractora,
V2 = vector unitario perpendicular a v^ y a la direcciôn
de salida en la segunda difraccion y
Vj = vector unitario perpendicular a Vj y Vj
El vector es una de las generatrices del cono de Ke­
ller con vertice en D2 y semiângulo B^ determinado por la direc­
ciôn de salida y la segunda recta difractora; p es la distancia 
entre D; y la mencionada recta y ♦ el ângulo que forma la direc­
ciôn dep con el eje V2 ; tj y t 2 son las distancé as sobre las rec 
tas difractoras de los puntos A y C al de difracciôn respective.
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De la figura AIII.6 se obtiene facilmente la condicion ve£ 
torial que debe cumplirse cuando se supone que el problema esta 
resuelto y cuya expresiôn es:
CA ♦ ADjS CD2* ^ 2^ 1
siendo sus proyecciones sobre el si stema jr
♦ tjd a Xj ♦ 92^05 (p
.  t ,P a Y g .  P j S . n i p  (A3.20)
?2
donde x^, y^ y son las coordenadas de A respecte del sistema 
21
*2 ’ y2 ^ *2 las coordenadas de respecte del sistema v>
el cual a causa de su elecciôn, se transforma en x^=0, y^=0 y
’ y
«, B, Y son los cosenos directores de la recta AB respecte 
del sistema v.*
Despejando p^ de las dos primeras ecuaciones de (A3.20) y 
sustituyendo en la tercera se obtiene:
IV*. pi,)* • (Z*.ït,- Ijl^tsPj
0 3 t;S|B -A| 
03 t2 ^ |D -Cl
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de la que se deduce el valor de t^ en funcion de
en la que
_B± V A C  (A3.21)
h  * ------ :-------
B ^ - A C  ^ 0
para que exista soluciôn real.
En el caso singular de direcciôn de salida normal a v^ se 
obtiene:
ya que P 2 =R/2 y tg P 2 = 00
Otra condiciôn que se debe cumplir es:
s , . ü , .  5j.D, .  0
donde S ^ es el vector unitario de la direcciôn D^M; el de la 
direcciôn D^O^ y u^ el de la Ali.
Las expresiones (A3.21) y (A3.22) determinan la soluciôn al 
problems propuesto, pero el desarrollo analitico correspondiente 
résulta complicado. Debido a la complejidad de este tratamiento es 
preferible abordar la soluciôn numérica dando valores al parômetro 
t2 (lo que équivale a ir desplazando el punto Dg sobre la segunda
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recta difractora), calculando cl valor respective de t^ mediante 
(A3.21) e imponiendo la condicion (A3.22). Aplicando este proceso 
de forma iterativa se llega rnpidamente al resultado buscado.
El programa de câlculo que realiza esta tarea necesita como 
datos do entrada las coordenadas de los cuatro puntos que determi­
nan las dos rectas difractoras, las coordenadas del manantial y 
los coscnos directores de la direcciôn de salida.
AIII.3.2.- CASO DE RECTA-CIRCUNFERENCIA
El tratamiento de este caso lo hacemos de tal forma que, 
elegidos convenientemente los sistemas de coordenadas, se nos re- 
duzca al caso anterior, lo cual puede apreciarse en la figura 
AIII.7, en la que volvemos a encontrarnos la doble difraccion en 
dos rectas pero tomando la segunda recta difractora como la tangen 
te a la circunferencia.
Fig. AIII.7- Esquema del caso de doble difraccion en recta 
circunferencia.
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Aqui, el desplazamiento del punto de difraccion no va a efec^ 
tuarsc a lo largo de una recta, sino que va a entar ligado a la ro 
taciôn sobre la mencionada circunferencia.
I.os datos de partida son: coordenadas del centro de la cir­
cunferencia C, radio p y vector unitario normal a su piano n; coor 
denadas del manantial M y direcciôn de salida s del rayo résultan­
te en la segunda difraccion.
El sistema de coordenadas ^  lo elegimos de tal forma que 
sea idciitico a n, v^ normal a s y v^, v^ normal a v^ y v^ y el or^ 
gen coïncidente con el centro de la circunferencia.
V 3 = n
S X V 3
ISXV3I
a VgXVj
En el présente caso es conveniente définir un sistema de 
ejes w que utilizaremos para facilitar la obtenciôn de las proyec^ 
clones sobre el sistema Dicho sistema lo definimos de la si- 
guiente manera:
W| = COS0 V| ♦ s$n8 Vg
W 2 » - stn9 ♦ C O S 6 V2
W a *  V3
La ecuacion vectorial que détermina la soluciôn es: 
D 2A  ♦ ADj * ^2^1
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que proyectada sobre el sistema v a través del w da:
92
X A - X 2 + ai| = COS0 - pjcos sen 0
Y/y-Y2+Pt] = ---^  sen0 + P - COS COS 0 ^A3.23)
tg [J2 ^
^ A ~ ^ 2  * t »} = p2S«n«|>
donde x., y., z .; x , y , z y «, B, y son las componentes de los
A A A Z 6 6
puntos A y D2 y los cosenos directores de la recta Uj respective 
mente, en el sistema v ; la distancia entre el punto y la 
recta ; * el ângulo que forma la direcciôn de p^ y ; 0 el an­
gulo que forman Wj y Vj y, por ultimo, 62 el angulo existente en­
tre la direcciôn de salida y la recta .
Restando a la segunda ecuaciôn de (A3*23) multiplicada por 
COS 0 la primera multiplicada por sen 0 , queda:
p2C0s<^ = - ( X ^ - X 2 ) s e n 0  + ( Y ^ - Y 2)cos  0 - ( a s e n 0 - p c o s 0 ) t ,  (A3.24)
Sumando a la primera de (A3.23) multiplicada por c o s 0 la 
segunda multiplicada por sen 0 , se obtiene:
— “  = ( x * - X 2) c o s 0  + ( y . - Y - l s e n  0  ■♦•(« cos 0 - » B s « n 0 ) t ,  ( ^ 3 . 2 5 )  
tgp2 «  ^ I
y eliminando * entre (A3.24) y la tercera de (A3.23), queda:
P2 rlX^-X^l^stn^ 0 +(Y^-Y2)^cos^0 +(Z^-Z2l- 2(X^-X2)(Y^-Y^)son0cos0 ♦ 
2(I(X^ -X2)s*n0+(\^ -Y2)cos0)(as*n0-Pcos0)*(Z^ -Z2)l) ♦
l ( a s«n0-Pcos0)^*
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Si eliminamos entre esta ultima ecuaciôn y la (A3.25) se 
obtiene:
A ♦ 2 B  t| ♦ C = 0 (A3.26)
A = (ascnS-Pcos6) + % -(acos0+Ps»n0) tg P 2 
B =[(X^-X2ls«n0+{Y^-Y2)cos0l(asen0-Pcos0)+(Z^-Z2) "X -
2|l{X^-X2lco5 0+{Y^-Y2)sen0l(acos0 + Ps«n0) tg%P
C = (X^ -X2)^ s«n^ 0+{Y^ -Y2)\os^0+(Z^-Z2l"^2(Xy^-^)(\-Y2)sen 0 cos 0 
l(XA“X2ftos^ 0+(Y^ -Y2)^ sen0+2{X^ -X2)lY^ -Y2)sen0cos0l tg^ P2
La ecuaciôn (A3.26) que liga t^ con el paramètre 8, junto 
con la condiciôn
S p U ,  ♦ § 2 . 0 ,  a 0 ( A 3 . 27)
détermina el procedimiento a seguir para calcular los puntos de d^ 
fracciôn Dj y Dg.
Como todos los elementos de A, B y C son conocidos en fun­
cion de 8, incluidas las coordenadas de D2 que son de forma expl ^  
cita :
X 2 » 9 s*n 0
Y 2 — 9  C O S 0  
Z g "  0
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podemos variar el parâ«etro 8 entre 0 y 360® y controlar la condi* 
ciôn (A3-27) hasta que esta se verifique.
A U  1.3.3.- CASO DE CIRCÜNFERENCIA-RECTA
Al igual que en el caso anterior elegimos unos sistemas de 
ejes de tal forma que el problema pueda resolverse como una extejj 
siôn del caso de doble difraccion en dos rectas. En la figura 
A U X .  8 se ha representado el esquema cor respond iente del camino 
seguido por el rayo doblemente dif ractado.
Fig. A U X .  8 - Esquema del caso de doble difraccion en cir­
cunf erencia-rec ta .
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El rayo que parte del manantial M se difracta en el punto 
Dj del borde de la circunferencia de tal forma que su trayectoria 
forma un ângulo 6 ^ con la tangente t en Dj, igual al formado por 
dicha tangente y el rayo difractado. En la segunda difraccion se 
conserva el ângulo de incidencia y de difraccion 6 2 »
Los datos del problema lo constituyen las coordenadas del 
manantial M, el centro de la circunferencia A, su radio p y la 
normal a su piano; las coordenadas de los puntos C y D que deter­
minan la recta difractora y los cosenos directores de la direcciôn 
de salida s de la segunda difraccion.
El sistema _v lo definimos como:
V, . Ü
' Icül
ISxV, |
V3 . ViXV;
mientras que el w, lo ligamos a la circunferencia de centro A
W 3 = n
-  n X AM
* 2  =
I AMI 
W, = W 3 X W 2
La ecuaciôn vectorial correspondiente es:
- 212 -
que proyectada sobre el sistema j/; con ayuda del w, da:
Çgcosip = (X^-X2) ■*> 9 COS 6 9 sen 6 a 2
92seni|> = ( ¥ ^ - ¥ 2 ) +  9 c o s8 P , + 9 5 * 0 8  (3 2 
92
tg P;
= ( ^ ^ - ^ 2) + 9 cos 8 ? , +  9 sc n8 y 2
donde x , y , z ; x , y , z son las coordenadas de los puntos AA A A 6 Z 6
y D2 ; y , 8j, Y^; son los cosenos directores de y
en el sistema v, respectivamente.
Eliminando p^ y * entre estas tres ecuaciones y conside­
rando que
%2  = 0; Y 2 = 0 ;  z 2 = t 2
obtenemos una ecuaciôn de segundo grado en t^
A t2 ♦ 2 B ♦ C = 0  ( A 3 . 2 8 )
donde
A s  - *g^p2
B s 2 ( 9 (cos 8 ♦ sen 8  ^ 2 J
C =29lcos8(X^a, + Y^P,-Z^Y,tg2p2* + 
sen 8 (X^Q2+Y^Pj" Z^ ^ 2 tg P 2 ^ * 
9sen8cos8(a^a2* P1P2 ”tlt2t g^ P2^ ^
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La ecuaciôn (A3.28), junto con la condiciôn 
S^ . t *$2 t = 0
nos permite la resolucion del problema mediante un calculador, de 
forma anâloga a los dos casos anteriores, con la consideraciôn de 
que el parametro a variar aqui es el ângulo 0 y el parâmetro que 
se détermina es el t~.
APENDICE AIV
METODO DE LA EASE ESTACIONARIA
En la resolucion de problemas de difracciôn electromagné- 
tica, planteados como radiacion de distribueiones de fuentes de co- 
rrientes bidiraensionales, surgen intégrales del tipo:
x)exp [jkg(x)] dx (A4.1)
b
que, en alta frecuencia, pueden resolverse por el procedimiento co- 
nocido con el nombre de "metodo de la fase estacionaria" [il]. En 
realidad, el problema estriba en la resolucion asintôtica de inté­
grales con uno o ambos extremes en el infinito. En efecto, la inte­
gral (AIV.l) puede ponerse en la forma;
r c D  rco r m
Is I f{x)exp[jkg(x)]dx- / f(x)exp[jkg(x)] dx- /fU)«xp[jkg(-x)]dxa J- 00 Ja J-h ' (A4.2)
" 'o • 'a - lb
AIV.l.- INTEGRALES CON AMBOS LIMITES EN EL INFINITO
Consideremos el caso de la integral I^, que es la (A4»1) 
con ambos limites en el infinito y con g(x) real. Si k es grande y 
suponemos que la funcion f(x) varia lentamente y que la funciôn de 
fase g(x) tiene un punto donde es estacionaria, es decir:
g'(x^) s 0 (A4.3)
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entonces, el término exponencial de (A4.1) no variarâ ràpidamente 
en las proximidades de dicho punto, y la mayor contrlbuclon a la 
integral vendra de los puntos donde se verifique (A4«3)« Dichos 
puntos son conocidos por el nombre de "puntos de fase estacionaria"
Se dice que un punto de fase estacionaria es de primer or 
den si, ademâs de 4A4»3)> se verifies:
g'*lx^) ^  0
Asi, suponiendo que existe un punto de fase estacionaria de primer 
orden en x=x^, désarroilando la funciôn de fase en serie de Taylor 
alrededor de dicho punto, se obtiene:
,2
g(x) g(x^) - ; s * x - x^ (A4.4)
Si, ademâs, en las proximidades de dicho punto la funciôn f(x) se 
puede aproximar por eu valor en x ^:
r ®  2
•o = H  Xg) exp[jkg(xQ)]j exp [jkg"(Xg) i— ] ds
./-CD 2
cuya integral puede escribirse como
y, teniendo en cuenta que la nueva integral que aparece es una inte­
gral de Fresnel de argumente nulo:
(0) a e-i (A4.5)
— 2l6 —
se obtiene:
(A4.6)
Si existen varios puntos de fase estacionaria de primer 
sera igual a la 
(A4.6), de dichos puntos.
orden, suma de las contribueiones, del tipo de
Si g"(x^) ♦ 0, la ecuaciôn (A4.6) falla y hay que conside- 
rar el término siguiente en el desarrollo asintôtico de f(x) en 
(A4.4), con lo que :
I© = f(XQ)exp[jkg(Xg)]^xp|g'^Xg) ^  —  g " ' ( x ^ ) d s  (A4. 7)
Considerando la funciôn de Airy [28]:
I] dt (A4.8)
y haciendo el cambio de variable
' .  ( 1  k Ig"(x„) iV '^ .  - S 3 îa l \
^   ^ V 9-1». 1/
se obtiene:
= 2ïïfexp(jkg)txp|ji(g'*)^ (g~)‘^ ||^-^j A.(^)
x«x.
siendo;
(A4.9)
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.2/3
rUn( t )  ; g'lXgl Î 0
Los puntos para los que se verifies:
9"(x©)= 0 ; ( ^sO)
se denominan puntos de fase estacionaria de segundo orden. Estos 
pueden ser considerados como la confluencia de dos puntos prôximos 
de fase estacionaria de primer orden.
AIV.2.- INTEGRALES CON UN LIMITE FINITO
Se trata de evaluar asintôticamente las intégrales de 
(A4.2), de la forma :
' a '  Ml»).xp[jkg(x)]dx (A4.10)
que tienen un limite en x = a, y un punto de fase estacionaria en 
X = Xq , que puede estar lejos o cerca del punto extremo de la in­
tegral .
En el caso en que el punto de fase estacionaria esté si- 
tuado lejos del punto extremo, en x = a , el término fundamental en 
la evaluaciôn asintôtica de (A4.10) vendra dado por Ig definido en 
el apartado anterior. El término siguiente sera la contribuciôn 
del punto extremo en x = a. En efecto, escribiendo (A4.10) como
(x) exp[jkg( x )] dx
resolviendo por partes y teniendo en cuenta que
1
(A4.11)
00 -00
-  2 j 8 -
donde se ha considerado solo el primer término del desarrollo asin­
tôtico de la segunda integral de (A4.11 ) • En dicho desarrollo, el 
término siguiente seria:
1 f (a)g ' (a) - f (a)^{a)
-cxp[jkg(a)] (A4.13)
(jk)^ [g ‘ (o)]
En el caso en que el punto de fase estacionaria se situe 
cerca del punto extremo de la integral en x = a , es necesario con- 
siderar el acoplo entre ambos puntos. Asi, désarroilando en serie 
de Taylor g (» ) alrededor de x^ se obtiene:
g(x^)-g(a) =--L(a-x^)^ g "(x^ )
y desarrollando g(Xg) alrededor de a:
9(Xq) - g(a) = -la- x^ lg'ia)
con lo que, para Xq a
g' la) z - ^ (a -X p )g " {a )
Asi pues, désarroilando g(x) en serie de Taylor alrededor de y
con la informaciôn de signo de la ultima ecuaciôn, se obtiene:
r “ 2
- f ( a ) e x p [ j k g | a ) ]  / expj^ î jk je^s l  g ' ja jU y l g ’ IO)! j j d s
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correspoiidiencio los signos 1 a g"( a) < 0, respect ivamente ; siendo 
s = X - a. e - signo(a - x,,) y II ( - c ^ ) la funciôn de Heaviside en 
la (pie 11(a) = 1 para a :} 0 y 0 en cl resto.
Ilaciendo el cambio de variable:
t = E /— -—  I g'(a)i♦ I  —  I g“{tx)IS
W2ig"(a)i
se obtiene:
I = H ( - e  ) I ♦ E f ( a ) e x p  [ j k g l a l ï  j v ^ ]  / ------    ^ + ( V )  ( A4 . 1 4 )
^  1 0  1 k l g " ( a ) l
siendo ej > 0  < 0) cuando el punto de fase estacionaria esta
fuera (dcntro) del intervalo de la integral de (A4.10) y ^ (v ) es 
la integral de Fresnel
r ®
V )  = /  e x p (  ± j  t^) dt ( A4 . 15)
J V
V 2 l g" ( a ) l  ' ^ ( A 4 . 1 6 )
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